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Прошло 15 лет? с тех пор, как я опубликовал в брошюре 
изобретенные мною в то время часы. 

Но так как я сделал с того времени много усовершенство-- 
ваний в своей работе, то решил изложить их в новой книге. 
Эти усовершенствования следует признать главнейшей частью 
изобретения и его теоретическим обоснованием, которого 
до сих пор не было. Простой маятник нельзя считать на- 
дежным и равномерным измерителем времени, так как время 
его колебания зависит от размаха: большие размахи требуют 
большего времени, чем малые. 

Однако при помощи геометрии я нашел новый, до сих 
пор неизвестный, способ подвешивания маятников. Я иссле- 
довал кривизну некоторой кривой, которая удивительным 
образом подходит для обеспечения равенства времени кача- 
ния маятника. После того как я заставил маятник часов 
колебаться по этой кривой, ход часов стал чрезвычайно 
правильным и надежным, как показали испытания на суше 
и на море. Великая польза этих часов для астрономии и море-- 
плавания может считаться установленной. Эта кривая — та, 
которую описывает в воздухе гвоздь, вбитый в обод колеса.. 
при качении колеса. Математики нашего времени называют 
ее циклоидой; из-за разных других ее свойств она исследо- 
валась многими, а мною —в виду ее пригодности для изме-- 
рения времени, которую я обнаружил, исследуя ее по стро- 
гим методам науки и не подозревая ее применимости. 
Я уже давно сообщил о своем открытии некоторым 
друзьям, сведущим в этой области (я сделал это открытие 
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вскоре после напечатания первого издания „Часов“). Теперь 
я снабдил его возможно более точными доказательствами и 
предаю его гласности. Эти доказательства я считаю главней- 
шей частью книги. 

Для проведения этих доказательств потребовалось укре- 
пить и, где нужно, дополнить учение великого Галилея о па- 
дении тел. Наиболее желательным плодом, как бы величай- 
шей вершиной этого учения, и является открытое мною свой- 
ство циклоиды. 

Для применения моего изобретения к маятникам мне не- 
обходимо было установить новую теорию, а именно, теорию 
образования новых линий при посредстве развертывания 
кривых линий. Здесь я столкнулся с задачей сравнения длины 
кривых и прямых линий. Я изучил этот вопрос несколько 
далее, чем нужно было для моей цели, так как теория пока- 
залась мне изящной и новой.3 

Я показываю полезность применения в часах сложного 
маятника. Для изучения его природы я должен был произ- 
вести исследование о центре качания, исследование, которое 
уже было предпринято несколькими учеными, но пока без 
особого успеха. Я здесь доказал ряд теорем относительно 
линий, площадей и тел, которые заслуживают, как мне ка- 
жется, внимания. Но всему этому я предпосылаю описание 
механического устройства часов и применения маятника 
в форме, оказавшейся наиболее удобной для астрономи- 
ческих целей. Легко по этому образцу строить часы для 
других целей, введя необходимые изменения. Выдающийся 
успех изобретения привел к тому, что обычно происходит и 
что я и предвидел; теперь несколько лиц желают быть изо- 
бретателями или же претендуют на эту честь не для себя, 
но все-таки лучше для одного из своих соотечественников, 
нежели для меня. 

Я считаю необходимым выступить, наконец, здесь про- 
тив этих несправедливых притязаний. Для этой цели мне 
‹совершенно достаточно подтвердить, что 16 лет тому назад 
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я сам придумал конструкцию часов и изготовил часы. В то 
время никто ни устно, ни в печати не упоминал о подобных 
часах, и слухов никаких не было (я говорю о применении 
простого маятника к часам. Относительно циклоиды никто, 
я полагаю, не станет возбуждать спора). В следующем году 
(пятьдесят восьмом этого столетия) я опубликовал рисунок 
и описание часов и разослал в разных направлениях как 
экземпляры часов, так и брошюру. Эти факты столь обще- 
известны, что не нуждаются ни в свидетельстве ученых, ни 
в официальных актах Генеральных Штатов Голландии, кото- 
рые я мог бы получить. 

Отсюда видно, что надо думать о тех, которые 7 лет 
спустя публикуют совсем то же устройство ‘часов в своих 
книгах * как свое собственное изобретение или изобретение 
своих друзей. Некоторые утверждают, что Галилей пытался 
сделать это изобретение, но не довел дела до конца; эти 
лица скорее уменьшают славу Галилея, чем мою, так как 
выходит, что я с большим успехом, чем он, выполнил ту же 
задачу. Если же утверждать, как это сделал недавно один 
ученый, что дело было доведено до конца или Галилеем 
или его сыном и что часы этого рода были сделаны и де- 
монстрированы, то кто может поверить таким утверждениям? 
Крайне невероятно, чтобы такое полезное изобретение могло 
оставаться в неизвестности 8 лет, пока я не извлек его на 
свет божий. Если они утверждают, что изобретение нарочно 
держали в тайне, то они должны признать, что такой довод 
может привести каждый, кто хочет приписать себе изобре- 
тение. Это еще требует доказательства и даже после дока- 
зательства не имело бы ко мне никакого отношения, если 
бы одновременно не было бы доказано, что то, что было 
неизвестно никому, стало известно одному мне. Это я дол- 
жен был сказать в свою защиту. Теперь перейдем к описа- 
нию часов. 


ПЕРВАЯ ЧАСТЬ „МАЯТНИКОВЫХ ЧАСОВ“, 
содержащая описание часов 


Приложенный рисунок (фиг. 1) представляет вид часов 
сбоку. На рисунке видны, прежде всего, две пластины АА 
и ВВ длиною в полфута, а шириною два с половиной дюйма. 
Углы пластин скреплены четырьмя колонками таким образом, 
что расстояние пластин друг от друга составляет 
полтора дюйма. В этих пластинах лежат оси главных зубча- 
тых колес. Первое и нижнее из этих колес имеет 80 зубцов. 
На его ось насажен шкивок /), снабженный железными ост- 
риями, чтобы удерживать шнур с грузом, устройство кото- 
рого будет указано далее. Итак, силой груза вертится ко- 
лесо С и приводит во вращение следующее колесо РЁ. Это 
колесо имеет 8 зубцов и общую ось с колесом Г, у которого 
48 зубцов. Последнее колесо сцеплено с колесом С и одно- 
временно приводит во вращение колесо Н, сидящее на той. 
же оси, что и С. Число зубцов у Си Н то же, что иуЁ 
и К. Колесо Н принадлежит к колесам, называемым нашими 
мастерами „коронными“. Его зубья вертят трибку [и ко- 
лесо К. Трибка [ имеет 24 зубца, колесо К — 15 зубцов. 
Зубцы К вырезаны как зубья пилы. Над колесом К лежит 
поперек ось М, закрепленная в подшипниках № и Р, при- 
крепленных к пластинке ВБ. У пластинки №Р имеется на- 
правленный вниз выступ @. Через него пропущена ось СМ, 
и он же поддерживает верхний конец оси колес К и /[. Ниж- 
ний конец оси опирается на К. В пластинке В сделан широ- 
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Фиг. 1. 
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кий вырез. Через него проходит ось [.М, заостренный конец 
которой опирается на цапфу Р таким образом, что ее дви- 
жения свободнее, чем если бы она опиралась прямо на В. 
Кроме того, ось должна заходить за В для того, чтобы 
можно было к ней прикрепить вилку 5, 
которая должна двигаться вместе с нею. 
Это движение колебательное, то в одну, 
то в другую сторону, так как зубцы коле- 
са К поочередно ударяются о пластины Д.[. 
всем известным образом, не нуждающимся 
в более подробном объяснении. 
Вилка 5 в своей нижней части отогнута 
в сторону и снабжена продольной щелью. 
Через щель продет железный стержень ма- 
ятника Г, к котороху прикреплен свинцо- 
вый груз Х. Этот стержень подвешен на 
двух нитях между двумя щеками, из кото- 
рых на фигуре видна лишь одна Г. Поэтому 
рядом помещена вторая фигура, на кото- 
рой показаны форма щек, их изгиб и весь 
способ подвеса маятника (фиг. 2). Впрочем, 
Фиг. 2. об истиной кривизне щек нам придется еще 
подробно говорить в дальнейшем. 
Перейдем теперь к ходу часов. Остальные части фигур 
мы еще объясним в дальнейшем. Прежде всего ясно, что, 
с одной стороны, движение маятника ИХ будет поддержи- 
ваться силой колес, увлекаемых грузом, если только вначале 
привести маятник в движение рукой, и что, с другой сто- 
роны, установившиеся колебания маятника определят для 
всех колес, а следовательно и для часов вообще, закон и 
норму движения. 


Именно вилка, как бы слабо на нее ни действовали ко- 
леса, не только следует за маятником, но и поддерживает 
колебания последнего при каждом качании, сообщая ему по- 
стоянное движение. Без этого качания сами собой, или, вер- 
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нее, вследствие сопротивления воздуха, постепенно затухали 
бы и, наконец, прекратились бы. С другой стороны, маят- 
ник обладает тем свойством, что он имеет всегда тот же 
ход, если только не меняется его длина; поэтому (по край- 
ней мере при применении нашего способа подвеса маятника, 
обеспечивающего строгую равномерность хода) колесо К 
не может вращаться то’ скорее, то медленнее, как это имеет 
место в простых часах; здесь отдельные зубцы вынуждены 
продвигаться всегда в равные промежутки времени. Отсюда 
следует, что и остальные колеса и, наконец, стрелки часов 
вращаются равномерно, так как движения всех колес опре- 
деленным образом связаны между собой. [Поэтому не надо 
опасаться неравномерности хода или запаздывания даже 
тогда, когда что-нибудь не в порядке в часах, или же оси 
хуже вращаются, вследствие температурных изменений, лишь 
бы только порча не была так значительна, что часы оста- 
новятся. Часы всегда показывают верное время, или они 
его не показывают вовсе. 

Стрелки часов движутся и расположены следующим обра- 
зом. Параллельно пластинкам АД и ВВ и на расстоянии 
четверти дюйма от АА расположена пластинка УТ. На ней 
нарисованы круги циферблата с центром в х— продолже- 
нии оси колеса С. Из этих кругов внутренний разделен на 
12 часов, наружный — на 60 минут. На оси колеса С, за 
пластинкой 4, сидит колесо В, снабженное трубкой, про- 
ходящей через пластинку УУ и доходящей до е. Колесо В 
так насажено на ось колеса С, что вращается вместе с нею, 
но может быть в случае надобности повернуто и независимо 
от нее. Около Е прикреплена стрелка, делающая один обо- 
рот в час, т. е. показывающая минуты, или шестидесятые 
доли часа. Колесо В приводит в движение другое коле- 
со 7, с тем же числом зубцов и одновременно связанную 
с 7 трибку,с 6 зубцами. Общая ось колеса `] и трибки с од- 
ной стороны покоится в пластине АА, с другой—в цап- 
фе 5. Последняя трибка приводит в действие колесо ( 
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с 72 зубцами и вместе с тем трибку, связанную с колесом (. 
Эта трибка также проходит через Уи доходит до А, т. е. 
‚она несколько короче трубки, связанной с колесом В, и охва- 
тывает последнюю. 

К А прикрепляется часовая стрелка, 
более короткая, чем минутная, так как 


> 
аъ ъььх 
® ег? 


она должна описывать внутренний круг. 
Для того чтобы отсчитывать также и 
секунды, сделано следующее. Ось ко- 
леса Н продолжена до пластинки У и на 
нее насажен диск Л, на котором нари- 
сован круг с 60 делениями. В пластинке 
У имеется отверстие около & с прикре- 
пленной наверху иглой, служащей для от- 
счета проходящих мимо делений. Все 
расположение стрелок и ` циферблатов‹ 
можно лучше понять из маленького ри- 
сунка (фиг. 3), показывающего внешний 
вид часов. 

При указанном выше расположении 
зубчатых колес необходимо взять маят- 
ник такой длины, чтобы он совершал про- 

Фиг. 3. стое колебание в одну секунду, т. е. 

он должен иметь длину 3 фута. Так как 

было неудобно изобразить такую длину на рисунке, я дал 
маятнику длину в одну пятую этой величины, считая от 
точки подвеса, где начинается изгиб щек и до центра груза. 
Х. Когда я говорю 3 фута, то не имею в виду меру фута, 
принятую у того или иного европейского народа, но точ-' 
ную и неизменную меру, которую можно определить из са- 
мой длины секундного маятника. Я бы хотел ее назвать 
„часовым футом“. К этому футу следовало бы относить все 
остальные футы, длину которых мы хотели бы. сохранить 
для потомства.’ Ибо будут знать на веки вечные длину па- 
рижского фута, если только будет установлено, что его 
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отношение к часовому футу есть 864 : 881.° Мы еще будем 
говорить подробно о точном определении этих соотнбшений 
в главах, посвященных центру качания. 

Теперь нам необходимо установить продолжительность 
обращения отдельных колес и стрелок, чтобы показать, что 
указанные выше числа зубцов точно соответствуют постав- 
ленной задаче. 

Очевидно, при каждом одном обороте колеса С колесо РК 
делает 10 оборотов, колесо НФ— 60 оборотов и верхнее ко- 
лесо К— 120 оборотов. Так как это колесо имеет 15 зубьев, 
о которые поочередно ударяются пластины /.Л, то при ка- 
‚ждом обороте колеса К происходит 30 ударов, которым соот- 
‹ветствуют столько же отклонений маятника в ту и другую 

‚сторону. Следовательно, 120 оборотам колеса К соответ- 
‹ствуют 3600 простых колебаний, т. е. столько, сколько 
в одном часе секунд. Итак, колесо С делает один оборот 

‹в час и вместе с колесом и прикрепленная в : минутная 
стрелка. В то же время совершит один оборот колесо В и, 
следовательно, соединенное с ним колесо ‘у, имеющее 6 зуб- 
цов. Так как колесо (С имеет зубцов в 12 раз больше, то 
оно, а также соединенная с ним часовая стрелка, совершит 
один оборот в 12 часов. Наконец, мы показали, что каждому 
обороту колеса (С соответствуют 60 оборотов колеса Н и 
соединенного с ним круга ^Х. Следовательно, Н и Х совер- 
шают один оборот в минуту, и шестидесятые доли круга, 
проходя мимо иглы, позволят отсчитывать секунды. Следо- 
вательно, все устроено правильно. Груз Х внизу маятника 
весит 3 фунта и сделан из свинца или из свинца, покры- 
того бронзой. При этом важна не только тяжесть ме- 
талла, но очень важна и форма, чтобы маятник испытывал 
по возможности малое сопротивление от воздуха. Грузу 
придают форму удлиненного лежащего цилиндра, заострен- 
ного с концов, как показано на фиг. 3 при а. Для кора- 
бельных часов более подходящей оказалась форма стоящей 
чечевицы. 
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Та же фиг. 3 показывает способ подвеса другого груза, 
Ь, который поддерживает часы в движении. Этот способ 
подвеса, до сих пор неизвестный, я должен был изобрести, 
чтобы ход часов не: прерывался или не затруднялся при их 
заводе, то есть при поднятии груза В. Этого можно было 
опасаться, и этого надо было во всяком случае избежать. 
С этой целью был применен шнур, замкнутый на себя, 
концы которого были аккуратно сплетены между собой. Этот 
шнур прежде всего накладывался на шкив, соединенный 
с нижним зубчатым колесом С и обозначенный на фиг. 1 
через /); далее шнур пропускался через подвижной блок с, 
на котором висит груз 6. Отсюда шнур идет на неподвиж- 
ный блок 4, укрепленный снаружи ящика часов. Блок 4 снаб- 
жен железными остриями и, кроме того, пилообразными 
зубьями, позволяющими колесу 4 вращаться, если тянуть 
за шнур е, но не допускающими вращения в другую сто- 
рону. От блока 4 шнур идет к подвижному блоку р}, к ко- 
торому прикреплен противовес ©, небольшой, но достаточ- 
ный для того, чтобы груз 6 мог опускаться только вращая 
шкивок /), ибо шнур, пропущенный через С’, затем снова 
возвращается к шкиву /). При таком устройстве груз 6 под- 
держивает движение часового механизма половиной своего 
веса и не прекращает этого и в то время, когда груз 6 
подымается вверх рукой, тянущей за е. Таким образом, ход 
часов никогда не прерывается и не замедляется. 

Величину веса 6 нельзя определить заранее. Чем лучше 
и точнее сделан часовой механизм, тем меньше будет вес 6. 
В лучших часах, нами до сих пор сделанных, этот вес не 
превьинал 6 фунтов. [При этом диаметр шкива 0) был около 
1 дюйма, груз маятника 3 фунта и длина маятника — столько 
же фут. Укажем также, что длинный стержень маятника 
пропускается через узкое отверстие в дне ящика часов. 
Отверстие должно быть достаточных размеров, чтобы не 
препятствовать качаниям маятника. Будучи подвешены на 
высоте человеческого роста, часы идут 30 часов. 
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Остается только описать форму щек Г, между которыми, 
как мы сказали, подвешен маятник и которые делают период 
колебаний маятника постоянным. Без этих щек простые ко- 
лебания маятника не будут строго изохронными, но коле- 
баниям с меньшим размахом будет соответствовать и мень- 
ший период (хотя некоторые ученые и думают иначе). 
Справедливость нашего положения легко, прежде всего, 
показать на опыте. Если взять два маятника одинако- 
вой длины с одинаковыми грузами, отвести один маят- 
ник далеко от положения равновесия, а другой лишь очень 
немного и отпустить их в одно и То же мгновение, то 
маятники недолго будут двигаться в ту же сторону, 
но маятник, совершающий малые колебания, опередит другой 
маятник. 

С другой стороны, можно вычислить отнощение периодов 
при разных дугах размаха, на основании строгих принципов 
и с любой точностью. Можно, например, показать, что время, 
в Течение которого маятник проходит четверть окружности, 
относится ко времени падения по очень малой дуге, как 
34:29. Это различие периодов колебаний ни в коем случае 
не объясняегся сопротивлением воздуха, как думают неко- 
торые, ® но вытекает из самой природы движения и свойств 
круга. К этому выводу приводит и устройство изохронного 
маятника, который в своем движении значительно удаляется 
от дуги круга, как мы вскоре увидим. Можно было бы по- 
думать, что различие периодов, которое мы только что рас- 
сматривали, не имеет никакого значения для наших часов, 
в которых поддерживается постоянство размаха маятника, и 
что, следовательно, нет надобности в каком-либо усовершен- 
ствовании часов. Это было бы верно, если бы все размахи 
оставались бы строго равными. Но так как маятник совер- 
шает от времени до времени немного меньшие или большие 
колебания, то из этих малых отступлений, в конце концов, 
образуется заметная ошибка; что это действительно так, 
можно проверить рассуждением и опытом. 


2* 
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На самом деле, хотя сила, оказываемая грузом 6 на пер- 
вое зубчатое колесо, всегда одна ита же, сила, оказываемая 
на маятник, передающаяся через ряд колес, не столь по- 
стоянна, как бы тщательно ни был сконструирован механизм. 

Кроме того, колеса вертятся труднее, когда становится 
холоднее или когда масло, употребленное для смазки, испа- 
рится или загрязнится. Особенно непостоянны будут раз- 
махи корабельных часов вследствие непрерывной качки. 
Таким образом, и все часы, и в особенности часы на судах, 
нуждаются в средстве, поддерживающем постоянство перио- 
дов их маятников при больших и малых качаниях.! 

Для определения формы щек, дающей колебаниям изо- 
хронность, надо сначала определить длину маятника, что 
легко сделать по теореме пропорциональности длины маятника 
квадрату периода колебания. Маятник, отбивающий секунды, 
имеет длину 3 фута, следовательно, маятник, отбивающий пол- 
секунды, должен быть в четыре раза короче, т. е. иметь длину 
9 дюймов. 

Если ищется длина маятника, делающего 10 000 колебаний 
в час, то расчет производится следующим образом. Мы знаем, 
что маятник длиною в 3 фута делает 3600 колебаний в час; 
следовательно, его период больше, чем период искомого 
маятника в отношении 10000 к 3600, или 25 к 9. Следова- 
тельно длина трехфутового маятника стносится к длине иско- 
мого, как квадрат 25 к квадрату 9, т. е. как 625 к 81. 
Отсюда искомая длина маятника равна 4.66 дюйма. 

Зная длину маятника, например 3 фута в наших часах, 
находят циклоиду, определяюшую кривизну шек 7 следую- 
щим образом (фиг. 4). К плоской доске прикрепляют бру- 
сок АВ толщиной 1), дюйма. Вытачивают цилиндр той же 
высоты с диаметром основания, равным половине длины 
маятника. РССНЁ-— тонкая жестяная полоска или лента, 
прикрепленная концом Рк бруску, а другим концом к про- 
извольному месту ЕЁ окружности цилиндра таким образом, 
что полоска частью обвита вокруг окружности, частью на- 
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тянута вдоль бруска. В цилиндр, кроме того, вбит гвоздь О/ 
так, чтобы его острие чуть выступало из нижней поверх- 
ности цилиндра, а сам гвоздь точно совпадал бы с окруж- 
ностью цилиндра. При та- 
ком устройстве острие / 
опишет на гладкой доске 
кривую линию КА/, назы- 
ваемую циклоидой, если 
катить цилиндр вдоль ли- 
нии АБ, от которой он 
отделен только тонкой | 
лентой РС, и если при 
этом все время натягивать 
ленту. Основание цилин- 

дра СДЕЁ будет образую- Фиг. 4. 

щим кругом циклоиды. 

Прочертив линию К], повернем доску КЁ обратной стороной 
и начертим на обратной стороне от той же точки К симмет- 
ричную ветвь циклоиды КМ. Вырежем потом фигуры МКР 


и 


ИЕ 


— —— . 


К 


Фиг. 5. 


точно по данным кривым. Такую кривизну надо придать 
щекам, между которыми подвешен маятник. Для часов до- 
статочно небольших дуг КМ и К[, остальная часть дуги будет 
бесполезна, так как нить маятника не может ее достигнуть. 
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Для того чтобы яснее осознать удивительную природу и 
действие кривой, я на следующем рисунке вычертил пол- 
ностью полуциклоиды КМ и К! (фиг. 5). Между ними под- 
вешен маятник, длина которого составляет два диаметра 
производящего круга. Этот маятник может совершать какие 
угодно размахи, хотя бы самые боль- 
шие из возможных по дуге МР/Г. Про- 
должительность качания будет одна 
и та же. И при этом центр подвешен- 
ного шара Р всегда будет находиться 
на кривой МР, которая сама есть 
циклоида. Я не знаю, обладают ли и 
другие кривые линии тем же замеча- 
тельным свойством, что их разверт- 
кой является та же самая кривая ли- 
ния.!? Все, что здесь сказано о ци- 

Фиг. 6. клоиде, будет подробно доказано в 
дальнейшем, когда мы будем разбирать 
вопросы о падении весомых тел и о развертке кривых. 

Теперь я хочу построить циклоиду другим способом, по 
точкам. Описываем окружность с диаметром, равным поло- 
вине длины маятника (фиг. 6). На его окружности наносят п 
равных частей, где п— любое целое число. Назовем эти 
части АС, СРО, РЕ, ЕЁ, АС, СН, НЬ (К; проводим хорды 
СС, НО, ГЕ, КЕ, параллельные между собой. Затем рисуют 
прямую [.М, по длине равную дуге АР, эту прямую делят 
на столько же равных частей, сколько их в дуге АР. Затем 
на прямой СС от С и от С откладывают линии СМ№ и СО, 
равные одной п-й части Г.М; на прямой ОН откладывают 


2 
линии ОР и НО, равные — от 2М; на прямой Е/Г отклады- 


3 .. 
вают линии, равные — от СМ, ит. д. Наконец, на последней 


прямой РА откладывают линии КИ и ТР, равные линии Д.М. 
Кривые АМРАЮТ и ДОО5ЗУ будут ветви циклоиды, которую 
мы ищем. 
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Чтобы найти прямую ГМ, равную по длине дуге АЕ, 
поступаем следующим образом. Откладываем прямую ХУ, 
равную хорде, соответствующей дуге АА; затем от той же 
точки откладываем ХИ — прямую, равную длине двух хорд, 


соответствующих 1/› дуги АГ. Наконец, надо удлинить ХИ 


1 
на Д)= 3 У7. Тогда длина ХА будет почти равна длине 


дуги АР, а именно, если АЁ==\, окружности (а больше 


она никогда не будет), то ХА будет отличаться от длины 


1 .. 
дуги АГ меньше чем на 6000 СВОей длины, как доказано в на- 


шем мемуаре о величине круга."* 

Изложив все, касающееся конструкции часов, перейдем 
к указаниям, как их юстировать для точного измерения 
времени. Прежде всего надо следующим образом проверить, 
правилен ли ход. Для глаза наблюдателя выбирается опре- 
деленное место, откуда видны звезды и вместе с тем крыши 
или стены соседних домов, расположенные таким образом, 
чтобы звезда (из числа неподвижных), дойдя до предмета, 
мгновенно исчезала. У этого места помещается диафрагма, 
величиною со зрачок, чтобы быть уверенным в том, что 
в последующие ночи при каждом наблюдении глаз находился 
точно на том же месте и в том же положении. Записывают 
момент исчезания определенной звезды за домом или кры- 
шей и повторяют это же наблюдение в следующий день или 
лучше через несколько дней. Если между наблюдениями 
проходит 1 день, то время, указанное часами при втором 
наблюдении, должно быть на З мин. 56 сек. раньше, чем 
при первом наблюдении. Тогда маятник имеет правильную 
длину, так как именно на З мин. 56 сек. время обра- 
щения неподвижных звезд короче средних солнечных суток. 
„Средних“ потому, что солнечные сутки, считая от полудня до 
полудня, не все равны между собой, что будет подробнее объяс- 
нено дальше. Если наблюдение делается через несколько дней, 
то надо разность показаний привести к 1 дню. Например, 
если два наблюдения через 7 дней дали для момента исчезнове- 
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ния определенной звезды 9 ч. 30 мин. 18 сек. и 8ч. 50 мин. 
24 сек., то надо разность 39 мин. 54 сек. разделить на 7. 
Это дает 5 мин. 2 сек. вместо 3 мин. 55 сек., т. е. на 1 мин. 
46 сек. больше, чем следует. Следовательно, маятниковые 
часы отстают в течение суток на 1 мин. 46 сек. относи- 
тельно „средних“ суток. 

Можно и другим способом сравнивать ход часов с дви- 
жением солнца. Но тогда надо принимать во внимание нера- 
венство солнечных суток. Не все дни между собой равны. 
Хотя разность дней и не велика, но она накопляется от 
суток к суткам и может в течение нескольких дней достичь 
величины, которой отнюдь нельзя пренебречь. Имея совер- 
шенные солнечные часы и совершенно правильные маятни- 
ковые часы, показывающие истинную меру дня, мы все-таки 
заметим, что показания обоих часов в определенные эпохи 
года могут разниться на !/, часа и даже на "|, часа, тогда 
как в другие времена года они опять вполне совпадут. Что 
это так, можно понять из прилагаемой таблицы уравнения 
времени,!? но необходимо сначала показать, как ею поль- 
зоваться. Берут по таблице уравнение времени для того дня, 
когда маятниковые часы были поставлены по солнечным, и 
для того дня, в который хотят установить, насколько пра- 
вилен ход часов. Если первое уравнение времени больше 
второго, то маятниковые часы должны опережать солнечные 
на разность обоих уравнений. Наоборот, если второе уравне- 
ние больше первого, то избыток будет на стороне солнечных 
часов, которые уйдут вперед. Пусть, например, показания сол- 
нечных и маятниковых часов 5 марта вполне совпадают. Уравне- 
ние времени вэтот день3 мин. 11 сек. "Пусть 20 марта желают 
установить, правильно ли ходят часы. Для уравнения времени 
в этот день находим 7 мин. 27 сек. Так как это уравнение 
времени на 4 мин. 16 сек. больше первого, то солнечные 
часы должны опережать маятниковые на 4 мин. 16 сек. 

Если результат опыта другой, то легко заключить, на 
сколько маятниковые часы отстают или бегут вперед. Для 
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вычисления этой таблицы послужили мне два обстоятельства, 
известные астрономам: наклон эклиптики и переменная ско- 
рость движения солнца при движении по эклиптике. Это 
следует из теории и подтверждается опытом 
при помощи часов, без которых опыт был бы 
невозможен. Мы часто наблюдали ежедневно по 50 
нескольку месяцев подряд солнце при прохожде- " 
нии через меридиан и всегда находили наблю- 
дение в полном согласии с вычисленной вели- 
чиной уравнения времени. 7 
Если по одному из этих методов (лучше по 
первому) проверены часы и оказалось, что их |, 
показание заметно (более чем на З или 4 мину- 
ты) отличается от средней длины дня, то надо 
укоротить или удлинить маятник для исправле- 
ния ошибки. При этсм соблюдают следующее р 
правило. Необходимо укоротить или удлинить а 
маятник на "”/, линии на каждую минуту отста- 
вания или опережения в сутки. Если часы таким 30 
образом приблизительно отрегулированы, то и 
окончательную регулировку производят так (см. Е 
фиг. 1). Перемещают маленький груз А, висящий 
на стержне ГИ. Этот груз имеет форму чечеви- (ет он Ра 
цы, как видно из фиг. 1, представляющей осевое Чентр ня. 
сечение. Так как этот груз составляет только фи. 1. 
1),—1!/у груза маятника Х, то можно его пере- 
мещать на значительные величины без существенного изме- 
нения хода часов. Маятник будет колебаться всего скорее,, 
когда груз А будет на середине стержня, и замедляться при 
перемещении груза А от середины вверх или вниз. Для того 
чтобы не задумываться над тем, что надо делать с грузом 
А, чтобы получить наилучшую меру времени, мы подразде- 
лили нижнюю часть стержня по’ определенной системе, ко- 
торая следует из теории движения маятника; при этом мы 
предположим, что груз А одинакового веса со стержнем 


вт 


Таблица ура 
5 Е Январь | Февраль Март Апрель Май | Июнь 
© ОО ООО ООО ООО 
5 я мин. сек. мин. сек. МИН | сек мин. сек. | мин. сек. | мин. сек 
| | | | 
1 | 10 | 4010132121151 Ш 18| 18| 32 | 18 | 10 
2011010041283 | 1839918 1 
319440 18| 214201156 | 18| 4611751 
4 91| 13 0 | 13 2156 | 12| 15| 18| 5314 
51814510093 Ш 121 34| 18|59 м | 30. 
| 
| | | | | 
6 18117. 0 61 3, 26 [|120 53119 4 | 17| 19, 
7 7150334 331299 8 
8 7122.0 1 3 | 56 | 13 [31| 191 14| 16 |571 
9 6 |580 0104 120 13149 19 18| 16 | 46 
10 6 [41000429114 б6 19 22| 16 | 35 
| т. 
11 60| о о 4 46 14 23| 19 95 ‚ 16 | 24 
12 5 | 471012151 414 39| 19, 28 16| 13 
13 5 | 24104150221 14| 55119129161 1 
14 5 210 8 51| 40115110019 29154. 
15 41411 01121 5| 58 | 15 25 | 19 29 15| 37. 
| | 
16 41211 0| 161 6 16| 151391191 28| 15 | 24 
17 412012116 33| 15| 5311912611511 
18 13| 44|] 01261 61511617 19| 24| 14| 58. 
19 31271013217] 9161211191111 14| 45 
20 04017 27| 16 [34| 19| 18 | 14 | 32 
О О ПОВИ  ЕИИИ ИИИ и 
21 215510148 {7 45 16 | 47 | 19 | 15114 | 9 
22 21391015718 311605919 б 
23 2129168, 221 19| 7113 53 
24 217111161 8 4 22119121340 
25 11521116 9 1 17 | 33 | 181571307 
| 
И р 
26 11381 1137| 9 21 | 17| 43 | 18| 51| 13 | 15 
27 |1 25011491914 17| 53| 18 45 13| 3 
28 1111812 2110| 1 2183183912 52 
29 112 10 [211 18 | 13 | 18| 33| 1214 
391 0|51 10 | 40 18 | 23 | 18 | 26 | 12 | 30 
31 | 0 | 41 24 | 10 59 | 18 | 18 | | 


внения дней! 


————————— 


= ы Июль | Август | Сентябрь 

5 | 

9 _ 

- мин. сек. | мин. мин. | сек. сек. | мин. `мин.| сек. сек. 
1 | 12119 10| 4 16 23 
2 | 12| 8110 8 16 | 42 
3111158 [| 10 | 13 |171 
4 |1 | 48101181177 
5111381101230 141 
61 и | 28| 101 28 18 1 
7 |111 18 | 10134187 
8111910 411 1841 
и 01049191 
10 | 10| 52 | 101 58 | 19 | 21 

| | 
1 |104 
12 | 10| 38| |16| 20| 1 
13 | 10139111 | 25| 20| 22 
14 | 10125] | 36 | 20 | 43 
15 | 10 | 19| 11148|7| 4 
В 
16 | 10 | 13| 1211127125 
17 |101] 12] м] 47 
18 |101 2112128122! 9 
91958 12| 4212231 
20 9 | 54 | 12 | 517 | 22 | 52 
| 

21 9511 13| 12| 23 | 13 
22 9| 49| 13| 27| 23 | 33 
231 9| 47| 13| 48 | 23 | 53 
24| 9| 46 | 13 | 59 |124 | 13 
25 9 | 46 | 14 | 16 24 | 33 
26 | 91 46 14| 33 | 24 | 53 
2719. 47| 14| 50| 25 13 
28 [19149 [15 80 25 33 
29 | 91| 52| 15 | 26 | 25 | 52 
30 | 9 56 | 15| 45 26 | 11 
31 | 10 | 0 | 16 4 | 


Октябрь 
мин. сек | 
26 | 30 
26 | 49 
271 8 
27 | 26 
27| 43 
28 0 
28 | 16 
28 | 32 
28 |471 
29 2 
29 | 16 
29 | 30 
29 | 43 
29 | 56 
30 9 
30 | 22 
30 | 34 
30 | 45 
30 | 55 
31 4 
31 | 12 
31 | 19 
31 | 26 
31 | 32 
31 | 38 
31 | 43 
31 | 47 
31 | 50 
31 | 53 
31 | 55 
31 55 


Ноябрь 
мин . сек. 
| 
31 55 
31 55 
31 54 
31 52 
31 50 
| 
31: 47 
31 | 43 
31 ' 37 
31 30 
31 22 
31 13 
31 3 
30 53 
30 | 43 
30 | 32 
30 | 20 
30 8 
29 55 
29 | 40 
29 23 
29 6 
28 | 48 
28 30 
28 11 
27 51 
27 30 
27 8 
26 45 
26 | 22 
25 58 


Декабрь 
мии. сек. 
25 | 34 
25 | 10 
24 | 45 
24 | 20 
23 | 55 
23 | 30 
23 4 
22 | 38 
22 | 11 
21 | 43 
21 | 14 
20 | 44 
20 | 14 
19 | 44 
19 | 14 
| 
18 | 44 
18 | 14 
17 | 44 
17 | 14 
16 | 44 
16 | 14 
15 | 44 
15 | 14 
14 | 43 
14 | 12 
13| 41 
13 10 
12 | 40 
12, 10 
11, 40 
| 
11 | 10 
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и представляет '., груза Х. Эти деления изображены на 
фиг. 7. Здесь нижняя часть маятника разделена на 3 части, 
самая нижняя из которых есть ДВ. 

А есть центр тяжести груза Х; точка С — центр качаний. 
Перемещение длин на одно из делений, начинающихся от С, 
изменяет ход часов на 15". Как эти деления были найдены, 
будет показано в части книги, трактующей о центре качаний. 

Я бы описал также конструкцию судовых часов, служа- 
щих для определения географической долготы, если бы мы, 
так же как в вышеизложенном, исследовали и определили. 
какая конструкция часов наилучшая для этой цели. Во вся- 
ком случае исследование настолько подвинулось вперед, что 
лишь немногое осталось доделать, чтобы. оформить столь 
полезное изобретение. Поэтому я позволю себе рассказать, 
какие опыты и с каким успехом уже были поставлены и что 
еще остается испытать. 

Первые двое часов находились на английском судне: их 
заказал по образцу наших часов один знатный, дружествен- 
ный мне, шотландец.” Вместо гирь механизм приводился 
в движение стальной, свернутой в спираль пружиной, как» 
У карманных часов. Чтобы часы не пострадали при качке 
корабля, они были приделаны к стальному стояку, окружен- 
ному бронзовым цилиндром. Вилка, поддерживающая дви- 
жение маятника, имела форму опрокинутого ЁР’`с двумя за- 
хватами. (Длина маятника была 1|, фута). Такая форма вилки 
должна была препятствовать круговым движениям маятника. 
что могло вызвать остановку часов. 

Когда это судно с тремя сопровождавшими его вернулось 
в Англию, то командир эскадры доложил следующее: он 
прошел из Гвинеи до острова св. Фомы, лежащего у эква- 
тора, здесь он поставил часы по солнцу и потом шел курсом 
на запад. Пройдя таким непрерывным курсом около 700 миль, 
он вновь повернул к Африке, так как этому способствовал 
подувший юго-западный ветер. Когда он прошел 200—300 
миль в этом направлении, капитаны других судов, боясь. 
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того, что не хватит питьевой воды, посоветовали ему изме- 
нить курс и лечь курсом на остров Барбадос около Аме- 
рики, чтобы там взять воду. Тогда он вызвал капитанов 
к себе на борт с их судовыми журналами и расчетами. Ока- 
залось, что их расчеты значительно разнились от его рас- 
четов, У одного капитана на 80 миль, у другого — на 100 
миль, у третьего — еще больше. Он сам из расчетов времени 
по маятниковым часам заключил, что они находятся не более 
как в 30 милях от острова дель Фуэго, одного из островов 
Зеленого мыса, и что уже на следующий день они должны 
достичь этого острова. Доверяя своим часам, он приказал 
лечь курсом на остров дель Фуэго. И действительно, на 
следующий день, около полудня они увидели этот остров 
и через несколько часов бросили якорь у него. Таков отчет 
этого командующего. С тех пор опыты повторялись с пере- 
менным успехом несколько раз голландцами и французами 
по приказу его величества короля; но в случае неуспеха 
причина лежала скорее не в часах, а в небрежности лиц, 
которым часы были вверены.. Успех был особенно велик 
в Средиземном море, во время экспедиции на остров Крит. 
Туда был послан с французскими войсками герцог Бельфор- 
ский на помощь осажденному турками городу Кандии; он, 
как известно, нашел там смерть в бою. На его судне были 
маятниковые часы, для испытания их годности. Они были 
поручены опытному астроному. Из ежедневных записей видно, 
что на основании наблюдений этого астронома были опре- 
делены географические долготы всех мест, где приставали 
суда или мимо которых суда проезжали, определив место из 
визуальных наблюдений. Разность долгот всегда оказывалась 
в согласии с лучшими географическими описаниями. Так, 
например, между гаванью Тулон и Кандией была устано- 
влена разность в 1 час 22 мин., т.е. 20° 30’ географической 
долготы. При возвращении из Кандии разность была полу- 
чена очень близкая к той же. Это лучшее доказательство 
правильности определения разности долгот. 
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Далее была установлена разность времени между гаванью 
Тулон и островом Маретимо вблизи западного мыса Сици- 
лии, носившего в древности имя Лилибэум, — 25 мин. 20 сек. 
Этому соответствует разность долгот 6° 20'’.13 Также между 
Тулоном и островом Сапиэнца к западу от Пелопоннеса — 
] ч. 5 м. 45 сек. по времени, т. е. разность долгот 16° 96’. 

Часы были поставлены по солнцу, причем наблюдались 
восход и заход солнца, из высоты полюса можно было вы- 
числить оба момента времени. Этот метод, повидимому, самый 
целесообразный, когда судно стоит на якоре, так как соот- 
ветствующие наблюдения могут быть сделаны невооружен- 
ным глазом без специальных приборов. 

Маятник этих часов имел длину 9 дюймов и груз пол- 
фунта. Механизм приводился в движение гирями, заключен- 
ными в ящик вместе с механизмом. Длина ящика была 
4 фута. Внизу он был отягчен по крайней мере 100 фунтами 
свинца, чтобы весь механизм возможно лучше сохранял 
в судне вертикальное положение. 

Хотя эти опыты показали, что ход часов равномерен 
и совершается без помех, мы попытались все-таки еще его 
усовершенствовать следующим образом: к колесу, снабжен- 
ному пилообразными зубьями и расположенному ближе всего 
к маятнику, был прицеплен при помощи искусно сделанной 
цепочки маленький грузик, который приводил в движение 
только это колесо. Весь остальной механизм должен только 
каждые полминуты подымать маленький свинцовый груз на 
прежнюю высоту, причем это производится приблизительно 
так, как описано выше, т. е. груз поднимается при помощи 
одного шнура, в то время, как при посредстве другого 
шнура вес груза поддерживает ход часов. Часы, построен- 
ные таким образом, давали еще большую равномерность 
хода, чем ранее описанные, так как в них все было сведено 
как бы на одно колесо. С этими часами было сделано сле- 
дующее, чрезвычайно замечательное наблюдение. Двое таких 
часов висели на одной и той же балке, покоящейся на двух 
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опорах. Оба маятника двигались всегда в противоположные 
стороны, и колебания так точно совпадали, что никогда ни 
на сколько не расходились. Тикание обоих часов было 
слышно в одно и то же мгновение. Ёсли искусственно нару- 
шить это совпадение, то оно само восстанавливалось в корот- 
кое время. Сначала я был поражен этим странным явлением, 
но, наконец, после внимательного исследования нашел, что 
причина лежит в незаметном движении самой балки. Коле- 
бания маятника сообщают некоторое движение и самим часам, 
как бы тяжелы они ни были. А это движение передается 
балке, и если маятники сами не двигались в противополож- 
ных направлениях, то теперь это произойдет с необходи- 
мостью, и только тогда движение балки прекратится. Но эта 
причина не была бы достаточно эффективна, если бы ход 
обоих часов не был бы с самого начала очень однороден 
и согласован между собой.?° 

Испытание часов при плавании в океане, в особенности 
в бурную погоду, показало, что прежде всего часы должны 
быть все время в ходу, чтобы успешно противостоять качке 
судна; поэтому мы изменили форму маятника и, наконец, 
по-новому подвесили часы. Маятник имеет форму равнобед- 
ренного треугольника (фиг. 8), в направленной вниз вершине 
которого подвешен свинцовый груз. 

В остальных двух углах треугольника подвешены нити 
между щеками, изогнутыми по циклоиде. Основание тре- 
угольника посредине проходит через вилку и поддерживается 
в движении через вилку. 

Вилка получает импульс от пилообразного колеса. Весь 
механизм поддерживается в движении не гирями, а стальной 
пружиной, заключенной в капсюлю. На прилагаемой фигуре 
(фиг. 8) АВС — треугольный маятник, В — свинцовая чече- 
вица, ЕД и РС — циклоидовидные щеки, НК — вилка с двумя 
зубцами, /Л№—- колесо с пилообразными зубьями, ЛГ — 
две маленькие чечевицы, служащие для регулировки маят- 
ника. 


хх 
“Хх 
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Следующая фигура (фиг. 9) показывает способ подвеса. 
Ящик с весами прикреплен на двух осях, из которых видна 
только одна, С, к раме ДЁ из железа. Эта рама, в свою 
очередь, на осях Ри С вделана в раму ЕНКС, неподвиж- 
ную, связанную с остовом судна. Внизу к ящику подвешен 
груз в 50 фунтов. 21 

При таком подвесе часы всегда при всяком крене судна 
сохраняют вертикальное положение. Ось Си ей противо- 
положная прикреплены на одной линии с подвесом маятника, 
поэтому маятник не в состоянии раскачать часы; нет ничего 
более вредного для часов, как это раскачивание. Кроме 
того, солидный вес осей ССи ЕГО, имеющих толщину 1 дюйм, 
и свинцовый груз под часами затрудняют движения часов, 
и если при особо сильном толчке часы претерпят сотрясение, 
они все-таки быстро вернутся к покою и в вертикальное 
положение. Остается еще испытать усовершенствованную 
конструкцию в открытом море. Успех обеспечен почти навер- 
няка. [По крайней мере те опыты, которые пока удалось 
поставить, показывают, что эта конструкция лучше других 
выдерживает всякие помехи. 
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ВТОРАЯ ЧАСТЬ „МАЯТНИКОВЫХ ЧАСОВ“ 


0 падении весомых тел и их движении по циклоиде 


Гипотезы 


1. Если бы веса не было и воздух не сопротивлялся 
движению тел, то каждое из них продолжало бы достигнутое 
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движение прямолинейно и с постоянной 
скоростью. 

П. Однако, благодаря действию веса, 
причину которого мы не рассматриваем, 
случается, что тела производят сложное 
движение, составленное из равномерного 
движения в том или ином направлении 
и из движения, вызванного весом и на- 
правленного по вертикали вниз. 

Ш. Эти два движения можно рассма- 
тривать отдельно, и каждое из них не 
влияет на другое. 

Предположим, что весомое тело С 
падает из состояния покоя и за некото- 
рое время ЁР’ проходит под давлением 
силы тяжести путь СВ (фиг. 10). Пред- 
положим также, что весомое тело при- 
обрело откуда-нибудь движение, согласно 


которому оно за то же время /’ при отсутствии силы тяже- 
сти прошло бы с равномерной скоростью прямолинейный 


путь СО. 
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Так как на самом деле прибавляется еще сила тяжести, 
то тело не придет из С в Д, но в некоторую точку Ё, рас- 
положенную по вертикали под точкой /), причем всегда ДЕ 
равно СВ; таким образом, оба движения — равномерное и дви- 
жение под действием силы тяжести — каждое будет иметь 
свою долю, не мешая друг другу. Из наших дальнейших 
рассуждений станет ясным, каков вид пути, проходимого 
телом в таком сложном движении, если равномерное движе- 
ние совершается не по вертикали. Но когда равномерное 
движение направлено по вертикали вниз, то ясно, что линия С) 
удлиняется под действием тяжести на длину ДЁ. Равным 
образом, когда равномерное движение совершается по вер- 
тикали вверх, то линия СО укорачивается на ДЁ, так что 
по истечение времени /Р’тело всегда будет находиться в Ё. 

Если мы в двух указанных случаях исследуем оба дви- 
жения отдельно, при предположении, что они друг другу не 
мешают, то мы можем найти причину’ и законы ускорения 
при свободном падении тел. Сначала докажем следующие 
два предложения. 


Предложение | 


Скорость свободно падающею тела возрастет в рав- 
ные времена на одинаковые величины. Равным образом и 
пути, проходимые в одинаковые времена, начиная от начала 
движения, возрастают на одинаковые величины. ** 

Пусть впервый промежуток будет пройден путь АВ(фиг. 11), 
и в точке В приобретена скорость такая, что тело во вто- 
рой промежуток т прошло бы с равномерной скоростью путь. 
ВО. Мы знаем, что путь, действительно пройденный во вто- 
рой промежуток времени, будет больше ВЛ, так как путь 
ВР был бы пройден, если бы вся сила тяжести перестала 
существовать в момент прохождения телом точки В. На 
самом деле тело будет совершать сложное движение, состоя- 
щее из равномерного движения, при котором тело пройдет 


3* 


36 Х. Гюйзенс 


путь ВО, и из движения падающего тела, благодаря кото- 
рому тело должно спуститься на длину, равную АВ. Отсюда 
мы узнаем, что тело во второй промежуток времени т опу- 
стится до точки Ё, построенной путем прибавления к ВО 
длины ОЁ, равной АВ. Скорость в точке Ё в конце второго 
промежутка времени т должна быть вдвое больше скорости. 
в конце первого промежутка времени т. Действительно, как 
мы уже указали, тело совершает сложное движение, соста- 
вленное из равномерного движения со скоростью, приобре- 
тенной в В, и из движения, вызываемого тяжестью. Послед- 
нее, очевидно, будет во второй промежуток времени таким 
же, как в первый промежуток, и должно сообщить телу 
в течение второго промежутка времени такую же скорость, 
какую он приобрел к концу первого промежутка времени. 
Так как тело, кроме того, сохранило всю скорость, при- 
обретенную к концу первого промежутка времени т, то к концу 
второго промежутка времени т тело будет обладать двумя 
такими скоростями, т. е. его скорость будет вдвое больше. 

Если бы затем тело, дойдя до Ё, продолжало свой путь 
только с постоянной скоростью, приобретенной в этой точке, 
то оно, очевидно, за третий промежуток т прошло бы путь 
ЕЁ, вдвое больший, чем ВД, ибо мы показали выше, что 
тело прошло бы ВО равномерным движением с половинной 
скоростью за то же время т. Так как опять прибавляется 
действие тяжести, то тело за третий промежуток т пройдет 
еще расстояние РС, равное АВ или РЕ. Следовательно, 
к концу третьего промежутка т тело будет находится в (. 
Его скорость в этой точке будет в три раза больше, чем 
в В, в конце первого промежутка времени, потому что к ско- 
рости в точке Ё, которая была вдвое больше, чем скорость 
в В, прибавилась в течение третьего промежутка т под дей- 
Сствием силы тяжести еще скорость, равная приобретенной 
в точке В в течение первого промежутка времени т. 

Таким же образом можно доказать, что в течение чет- 
вертого промежутка времени т будет пройден путь СН, 
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в три раза больший, чем ВО, и еще длина НА, равная АВ, 
и что скорость, приобретенная в точке К, к концу четвер- 
того промежутка времени т будет в четыре раза больше, 
чем скорость в точке В к концу первого промежутка вре- 
мени т. Если сравнить пути, проходимые в отдельные после- 
довательные промежутки времени т, то окажется, что они 
в каждый промежуток времени увеличиваются на ВО. Вместе 
с тем и скорости увеличиваются на одинаковую величину 
в одинаковые промежутки времени. 


Предложение 1 


Путь, пройденный за определенное время падающим из 
состояния покоя телом, вдвое меньше тозо пути, кото- 
рый прошло бы это тело за то же время при равно- 


мерном движении со скоростью, приобретаемой те- я 
лом в последний момент рассматриваемоло падения. „ 
Примем те же гипотезы, как и в предыдущем [ 
предложении. Пусть АВ (фиг. 11) снова обозначает 
путь, пройденный падающим телом за некоторое 
время т; ВО — путь, который тело прошло бы за то ! 


же время, если бы оно двигалось равномерно со ско- 
ростью, приобретенной в конце промежутка времени 
т или в конце пути АБ. Я утверждаю, что ВО вдвое 
больше АВ. 

Пути, пройденные в четыре последовательных 
промежутка времени т, суть ДВ, ВЕ, ЕС, СК. Они — 
находятся в определенном соотношении друг к другу. Фиг. 11. 
Это соотношение не изменится, если взять проме- 
жуток времени вдвое больший. Тогда первым промежутком 
будет время, в течение которого пройдены пути АВ и ВЁ, 
а вторым — время, в течение которого пройдены пути ЕС и 
СК. Пути АК и ЕК, пройденные телом в равные проме- 
жутки времени и начиная с состояния покоя, должны отно- 
ситься друг к другу, как АВ и ВЕ, также пройденные в рав- 
ные промежутки времени и начиная с состояния покоя. 
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АВ АЕ 
Имеем 5 р = к . Заменим ВЕ через АД и перевернем 


би: Ар _ ЕК В 6 > 
дроои; получим АВ - АЕ` ычтем из ообеих частей равен- 


ства по единице: 
Вр __ ЕК- АЕ 
АВ — АЕ 


В предыдущей теореме показано, что 
Е =НК= АВ; ЕГ=2Вр; СН=ЗВр; 
АЁЕ=2АВ-+ Вр; ЕК = 2АВ-н 5ВО; 
ЕК — АЕ=4Вр. 


Следовательно, имеем 


ВР. 4ВР 

АВ АЕ 
те 

АЕ=4АВБ, 


но АЁ равно также 2АВ + ВО, т. е. ВР=2АВ, что и тре- 


бовалось доказать. 


Предложение Ш 


Если при свободном падении взять два произвольных 
промежутка времени (оба от начала движения), то пути, 
пройденные за эти промежутки времени, относятся, как 
квадраты времен, или так же, как квадраты приобретен- 
ных конечных скоростей. 

В теореме 1 показано (фиг. 11), что пути АВ, ВЕ, ЕС, СК, 
пройденные в последовательные равные времена, нарастают 
на ту же величину, а именно, на ВО. Далее мы знаем 


Вр =2АВ, ВЕ=ЗАВ, ЕС=5АВ, СК=ТАВ, и т. д. 


Пути, проходимые в последовательные единицы времени, 
растут, как нечетные числа, начиная с единицы: 1, 3, 5, 7, 
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Эи т. д. Если же образовывать суммы этих чисел, всегда 
с единицы, то получается точный квадрат, основание кото- 
рого — число слагаемых (например, сумма первых трех сла- 
гаемых есть 9, четырех — 16). Отсюда следует, что пути, 
проходимые от начала падения, относятся, как квадраты вре- 
мени. Правда, при этом сделано предположение, 
что промежутки времени соизмеримы между собой. 
Легко обобщить вывод на случай несоизмеримых 
промежутков времени. 

Действительно, рассмотрим два таких проме- 
жутка времени, отношение которых равно отноше- 
нию длин АВ и СО (фиг. 12), и пусть Еи Е 
представляют пути, пройденные в эти времена, оба 
раза от начала движения. Я утверждаю, что отно- ‘| ^ 
шение путей равно отношению квадрата АВ к квад- 


[6 
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рату СР. 
Допустим, что это неверно и что 
Е АВ? . 
Е> ср, 
тогда 
Е — АВ 
Г ` С0? › 
где сб< с Фиг. 12. 


Возьмем между С и Д точку Н, такую, чтобы АВи СН 
были соизмеримы; это. всегда возможно. Имеем 


СН> СС. 


Путь, пройденный за время АВ, относится к пути, прохо- 
димому за время СН, как АВ*:СН?, как выше доказано. 

Но путь А, проходимый за время СО, больше пути, про- 
ходимого за время СН. Но Е: Г= АВ?: СС? по предполо- 
жению, следовательно, 


АБ? АВ? 
СС? < Н? 
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или СС?`>> СН?, что нелепо, так как СН_`> СС. Следова- 


Е АВ? 
тельно, -“ не может быть больше ср». 


Предположим, что оно меньше, если это возможно. Пусть 
я, , где СЁ > СР. 

Возьмем между Ди [Г точку К такую, чтобы АВ и СК 
были соизмеримы; это всегда возможно. 

Пусть Ё относится к пути, пройденному за время СК, 
как АВ? к СК?, но пространство ЁР, проходимое за время 
СР, меньше пространства, проходимого за время СК 


Е АБ? 
т > СЕ: 
Но Е — 48? О АВ? _ АВ? 
О Е -С[= по предположению. тсеюда С СЕ? › т.е. 


С? < СК?, что нелепо, так как СЁ `> СК. 
Е АВ? 
Следовательно, = не может быть меньше ср» , т. е. эти 


два соотношения должны быть равны. Наконец, так как 
скорости, приобретаемые в конце промежутков времени АБ 
и СО, пропорциональны этим временам, то проходимые пути 
ЕиЕ относятся так же, как квадраты скоростей, приобре-. 
таемых за эти времена. Таким образом, предложение дока- 
зано. 


Предложение [У 


Если тело начнет подыматься вверх со скоростью, 
приобретенной в коние свободнозо падения, то оно в оди- 
наковые времена будет проходить вверх те же пути, кото- 
рые проходило раньше в обратном направлении, и тело 
подымется до той же высоты, с которой оно падало; 
кроме тотло, в равные времена скорость будет убывать на 
равные величины. 

Рассмотрим, как в предложении П, произвольное число 
путей, пройденных падающим из состояния покоя телом 
в одинаковые промежутки времени (фиг. 11): из них пер- 
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вый АБ}; второй есть сумма пути ВО, который мог бы быть 
пройден с постоянной скоростью, приобретенной при паде- 
нии по ДВ и ДА, равного АВ; третий есть сумма ЕР, рав- 
ного двум ВО, и ГС, равного АВ; четвертый — сумма СН, 
равного трем БО, и НК, равного АБ, ит. д., если есть еще 
промежутки времени. 

Я утверждаю, что при движении вверх тело в те же оди- 
наковые промежутки времени пройдет пути КС, СЁ, БЕ, ВА, 
если тело начнет свое движение вверх со скоростью, при- 
обретенной в конце падения в точке К. 

Скорости изображаются для краткости путями, которые 
были бы пройдены телом в такой же промежуток времени 
при равномерном движении с изображаемой скоростью. 

Достигнув при падении точки К, тело, согласно доказан- 
ному в предыдущих теоремах, имеет скорость СН + ВР, 
или РК, так как ЕК=РАРС -- СН-- НК =СН--2АвВ = 
—=<СН-+ ВО. С этой скоростью тело начинает подыматься и 
через выбранный нами промежуток времени оказалось бы 
в точке А, но вследствие действия силы тяжести оно падает 
на РС —= АВ, как это следует из одной из наших начальных 
гипотез, и тело оказывается в С. Итак, в течение первого 
промежутка времени тело подымается только на высоту КС, 
с которой оно опустилось в предыдущий промежуток вре- 
мени. При этом скорость также должна была уменьшиться 
на величину скорости, приобретаемой падающим телом во 
время падения в течение одного промежутка времени, т. е 
на ВО. После поднятия тела до точки С у него остается 
скорость НС, так как в начале поднятия скорость была. 
На--ВО. Но На=@р, так как НС =ЕЁ-- ВР =ЕЁЕ- 
2АВ=ЕР-н ЕС -н Ер = Ср. 

Поэтому, если бы тело подымалось от С с равномерной 
скоростью @Д, оно бы в течение одного промежутка времени 
поднялось до 0. Но вследствие действия силы тяжести эта 
высота уменьшится на ОА = АВ и тело в течение второго 
промежутка времени подымется только на СЁ, на ту же 
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величину, на которую оно упало в такой же промежуток 
времени. В то же время и скорость тела должна уменьшиться 
снова на величину ВД, величину скорости, приобретаемой 
телом при падении в течение одного промежутка времени. 
Итак, поднявшись в Ё, тело будет иметь скорость ЕЁ= 
—=<Д)— ВЛ, так как Вр= ДЕ-- ЕС. 

Но РЕ=ЕА, так как КЕ=2ВШО или 


КЕ=Вр-2АВ= ВР АВ ПЕ. 


Следовательно, если бы тело подымалось от Ё с постоян- 
ной скоростью ЕД, то оно поднялось бы в А за один про- 
межуток времени. Но вследствие действия силы тяжести 
эта высота снизится на АВ. Таким образом, тело подымется 
на ВЕ, тот же путь, который был пройден при падении 
в течение такого же промежутка времени. За время этого 
поднятия опять должна была утратиться скорость ВО. Сле- 
довательно, тело, поднявшись в В, будет иметь скорость ВО. 

Если бы тело подымалось от В с постоянной скоростью 
ВО, то оно поднялось бы на 2АВ. Но под действием тяже- 
сти тело упадет на путь АВ, и потому оно подымется 
только до точки Д. 

Может быть, найдутся люди, которые станут утверж дать, 
что тело поднялось выше Д и потом упало в А. Но это 
утверждение нелепо, так как тело не может под действием 
тяжести подняться выше той высоты, с которой оно упало.?? 

Далее из нашего рассмотрения следует, что скорость, 
которой тело обладало в В, должна была уменьшиться на ВЛ), 
и тело, поднявшись до А, не будет иметь никакой скорости 
и, следовательно, не сможет подняться выше. Таким образом, 
доказано, что тело поднялось бы до той же высоты, с кото- 
рой упало, и что пути, пройденные при падении в равные 
промежутки времени, будут пройдены при подъеме в те же 
промежутки времени: также доказано, что скорости в рав- 
ные времена убывают на равные величины. Таким образом, 
предложение доказано. 
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Доказательство последнего предложения основано на пред- 
ложении П. А эту теорему мы доказали на основании пред- 
положения, что пути, пройденные свободно падающим телом 
в последовательные равные промежутки времени, находятся 
в определенном соотношении между собой и это соотноше- 
ние не зависит от величины промежутков времени. Это поло- 
жение лежит в природе вещей. Однако, если кто-либо будет 
его оспаривать, то придется признаться в тщетности попы- 
ток определения этих соотношений. Но так как наша теорема 
может быть доказана и без сделанного выше предположения 
по методу Галилея, то стоит привести и это доказательство 
в более строгой форме, чем у Галилея." 

Итак, здесь еще раз доказывается следующее предло- 
жение. 

Предложение \У 

Ёсли тело падает из состояния покоя, то пройденный 
им за определенное время путь составляет половину тотзо 
пути, которое прошло бы тело 


за то же время при равномерном дв м 
движении со скоростью, при- Г 
обретенной в коние пути. Е 

Пусть тело (фиг. 13) при сво- р 6 


бодном падении прошло путь, 
изображаемый площадью фигу- 
ры Р. Потребное для этого время 
изображается прямой АН. Про- 
водим линию НД, произвольной 
длины, перпендикулярную ДАН, Фиг. 13. 

и примем ее за скорость в конце 

падения. Построим прямоугольник АНЕМ: мы считаем его 
площадь равной длине пути, проходимого телом за время АН 
со скоростью НХ. Требуется доказать, что площадь фи- 
гуры Р равна половине площади прямоугольника МН; или, 
проведя диагональ ДС, что площадь Р равна площади тре- 
угольника АНА. 
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Если Р не равна площади АНЁ, то она или больше, или 
меньше ДНД. Допустим сначала, что площадь Р меньше 
площади треугольника АНЁ. Делим АН на равные части 
АС, СЕ, ЕС, ит. д. и описываем около ЛАНЕЁ фигуру 5, 
состоящую из прямоугольников ВС, РЕ, ЕС, ит. д., имею- 
щих высотою отдельные части АН, т.е. АС, СЁ, ит. д. 

Вписываем также в треугольник АНЁ фигуру Г, состоя- 
щую из прямоугольников КЁ, СО, ит. д., также имеющих 
высотой АС, СЕ, ЕС, ит. д. Берем число частей АС, СЕ... 
достаточно большое, чтобы разность между вписанной и 
описанной фигурами была бы меньше разности треугольника 
АНЕЁ и Р. Это, очевидно, всегда возможно, так как раз- 
ность описанной и вписанной фигуры равна площади малень- 
кого прямоугольника, имеющего основанием НД, а высотой 
величину одной части АН, например АС. 


5 — Г< АНЁ-Р, 
следовательно, тем более 


ААНЁ— Т< АНЁ-Р, 


ГЬР, 


Вписанная фигура больше площади Р. 

С другой стороны, положим АН равным всему времени 
падения, а АС, СЕ, ЕС представляют равные части этого 
времени. Так как скорость падающего тела растет пропор- 
ционально времени (по предложению [) и так как скорость 
в конце падения равна НД, то скорость в конце проме- 
жутка времени АС будет СА, так как 


АН НЕ 
АС `` СК ` 


Равным образом скорость, приобретенная в конце вто- 
рого промежутка времени, будет ЕО, ит. д. Ясно также, 
что в течение первого промежутка времени ДС падающим 
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телом будет пройден некоторый путь, больший нуля, и что 
в течение второго промежутка времени СЁ будет пройден 
путь больший, чем прямоугольник КЁ, так как путь КЁ был 
бы пройден за промежуток времени СЁ, если бы движение 
совершалось с равномерной скоростью СК. Действительно, 
отношение путей, пройденных равномерным движением, 
составляется из отношения времен и отношения скоростей. 
Из нашего положения, что путь МН пройден за время АН 
со скоростью НЁ, следует, что путь КЕ проходится за 
время СЁ со скоростью СКА, так как отношение прямоуголь- 
ника МК к прямоугольнику КЁ составлено из отношений 


АН Ш 
СЕ "И СК‘ 


Как только что указано, путь КЕ проходится за время 
СЕ с равномерной скоростью СК, а на самом деле движе- 
ние ускоренное и скорость была равна СА только в началь- 
ный момент; отсюда ясно, что падающее тело пройдет за 
время СЁ больший путь, чем КЁ. По той же причине падаю- 
‘щее тело в третий промежуток времени ЁС пройдет путь 
больший, чем ОС, так как ОС было бы пройдено за это 
время при движении с равномерной скоростью ЁО, ит. д. 

В каждый промежуток, на которые разделено время АЯ, 
падающее тело пройдет путь больший, чем соответствует 
прямоугольнику вписанной фигуры Г. Поэтому и весь путь, 
пройденный ускоренным движением, будет больше вписан- 
ной фигуры Г. 


Г-Р. 


Но это противоречит выведенному выше результату ГР. 
Следовательно, наше предположение, что площадь Р меньше 
площади треугольника АНГ, неверно. 

Покажем, что площадь Р не может быть и больше АНЬЁ. 
Сделаем допущения, что Р больше АНЕЁ, если это воз- 
можно. Снова разделим АН на достаточное число частей, 
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опишем около треугольника фигуру 5 и впишем фигуру Г 
(обе составлены из прямоугольников). Число частей на 
длине АН должно быть таким, чтобы 


5—7<Р— АНЕ. 


Отсюда мы выводим неравенство 5<Р. 

Но совершенно ясно, что в первый промежуток времени 
АС тело пройдет путь меньший ВС, так как путь ВС про- 
ходится за то же время при равномерном движении со ско- 
ростью СК, которую падающее тело имеет только в конце 
промежутка времени АС. Точно так же во второй проме- 
жуток времени СЁ ускоренным движением будет пройден 
путь меньший, чем ДЁ, так как путь ОЁ проходится в то 
же время СЁ с равномерной скоростью ЕО, которую 
падающее тело имеет в конце промежутка времени СЕ. И так 
далее, в каждом промежутке, на которые разделено время 
АН, падающее тело пройдет путь меньший соответствую- 
щего прямоугольника фигуры 5. 

Следовательно, и весь путь, пройденный падающим телом, 
т. е. Р, будет меньше, чем 9. Но это нелепо, поскольку 
мы доказали, что Р5. Итак, путь Р не может быть больше 
треугольника ДНЕ; но ранее мы доказали, что он не может 
быть также меньше треугольника АНЁ. Следовательно, путь. 
Р равен АНЁ, что и требовалось доказать. 

Все предыдущие выводы в одинаковой мере относятся 
как к телам, опускающимся или подымающимся по наклон- 
ным плоскостям, так и к совершающим вертикальное движе- 
ние, так как предположения о действии тяжести в обоих 
случаях одни и те же. Вследствие этого не трудно доказать 
следующую теорему, которую Галилей высказал как посту- 
.лат, как бы считая ее верность непосредственно ясной, ибо 
доказательство, которое он позднее пытался дать и которое 
содержится во втором издании его сочинений, довольно 
слабо обосновано, по крайней мере на мой взгляд." 

Дело идет о следующем предложении. 
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Предложение \1 


Скорости, приобретаемые весомыми телами при паде- 
нии по наклонным плоскостям разного наклона, одинаковы, 
если высоты наклонных плоскостей равны." 

Даны две наклонные плоскости (фиг. 14). Пересекаем их 
вертикальной плоскостью. АВ и СВ — следы наших наклон- 
ных плоскостей. Их высоты АЁи 
СР равны. Пусть тело падает один 
раз по АВ, другой раз по СВ. 

Я утверждаю, что в обоих слу- 
чаях скорость тела в точке В одна 
и та же. Допустим, что скорость, 
приобретаемая при падении по СВ, 
меньше скорости приобретаемой при 
падении по АВ, и что тело, упав 
вдоль СВ, приобретает скорость, ко- Фиг. 14. 
торую оно могло бы приобрести, 
падая вдоль АВ, но не из точки Д, а из более низкой точки /.. 
Но если тело падает по СВ, то оно приобретает скорость, 
при помощи которой оно может опять подняться по всей 
длине СВ (по предложению [ШУ). 

Следовательно, и при падении по ЕВ тело приобретает 
скорость, которая позволит ему подняться по всей длине ВС. 
Таким образом, тело, упавшее из А`в В и продолжающее 
свой путь по ВС (что можно осуществить путем отражения 
от наклонно поставленной плоскости) может подняться до С, 
т. е. на высоту, большую своей первоначальной высоты, что 
представляет нелепость. Подобными же рассуждениями можно 
показать, что и скорость, приобретаемая при падении вдоль 
АВ, не может быть меньше скорости, приобретаемой при 
падении вдоль СБ. 

Следовательно, обе скорости должны быть равны, что и 
требовалось доказать. Одну из наклонных плоскостей можно 
заменить вертикальной линией, равной высоте наклонной 


Ё В р 
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плоскости, и заставить тело падать по этой вертикали. При 
этом несомненно получится та же скорость, как и при паде- 
нии по наклонным плоскостям. 

Доказательство было бы таким же. 

Основываясь на вышеизложенном, можно совсем строго 
доказать другую теорему Галилея, являющуюся основой 
всего его учения о падении по наклонной плоскости. 


Предложение УП 


Времена падения по наклонным плоскостям разноло 
наклона, но одинаковой высоты, относятся, как длины 
наклонных плоскостей. 
А Пусть (фиг. 15) АС и АР-— наклон- 
ные плоскости, ДВ — их общая высота. 
Утверждается, что 


время падения вдоль АС _ АС 
время падения вдоль АД АР‘ 


й 2 9 Время падения вдоль АС равно вре- 
Фиг. 15. мени, в течение которого тело при равно- 
мерном движении проходит этот путь АС, 

со скоростью, составляющей половину скорости, приобре- 
таемой при падении вдоль АС (по предложению П). Подоб- 
ным же образом время падения вдоль АД равно времени 
равномерного движения вдоль АД со скоростью, равной поло- 
вине скорости, приобретаемой при падении вдоль АД. Но 
половина скорости в С’ равна половине скорости в Д (по 
предыдущему предложению), поэтому продолжительности 
равномерного движения вдоль АС и АР относятся, как эти 
длины. Этим продолжительностям равны времена падения 
по АСи АД. Следовательно, и они относятся, как длины 
наклонных плоскостей, что и требовалось доказать. То же 
рассуждение относится и к падению вдоль вертикали. Время 
свободного падения по АВ относится к времени падения 


по АС, как АВ к АС. 
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Предложение УШ 


Если тело падает с определенной высоты непрерывным 
движением по любому числу связанных плоскостей любоо 
наклона, то ею конечная скорость будет всезда одна и 
та же, пока не меняется высота, и будет равна ско- 
рости, приобретаемой при свободном вертикальном падении 
с этой высоты. 

Пусть АВ, ВС, СР (фиг. 16) — связанные плоскости. 
Верхняя конечная точка А имеет над горизонтальной пло- 
скостью, проведенной через ниж- 
нюю точку Д), высоту, равную 
перпендикуляру ЕР. 

Пусть тело падает вдоль на- й 
клонных плоскостей от А до Д. 

Я утверждаю, что скорость С 
тела в Д будет та же, какую тело 
приобрело бы в А, если бы оно 
упало из Ё. Продолжаем СВ до Фиг. 16. 
пересечения в С с прямой АЁ и 
также ОС ло пересечения с той же прямой АЁ в Е. Скорость 
при падении вдоль АВ будет в точке В та же, что и при па- 
дении вдоль СВ (по теореме \]). Ясно, что скорость в С при 
падении вдоль ДВ и ВС будет та же, что и при падении 
вдоль СС, т. е. та же, что и при надении вдоль ЕС (если 
принять, что поворот в В не влияет на движение). И послед- 
ний участок СР тело проходит так, точно бы оно падало 
из Е. Тело при падении АВ, ВС, СР приобретет в О ту 
же скорость, что и при падении вдоль ЕР, а эта скорость 
равна скорости, приобретаемой при падении вдоль ЕЁ, что 
и требовалось доказать. 

Отсюда непосредственно следует, что тело, падающее 
по дуге круга или вдоль какой-нибудь другой кривой, при- 
обретает всегда одну и ту же скорость, лишь бы только 
высота падения была одна и та же; и эта скорость равна 


А Ё 
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скорости, приобретаемой при вертикальном падении с данной 
высоты, так как любую кривую линию можно считать состав- 
ленной из бесконечного числа прямых линий. 


Предложение [Х 


Если тело после падения поворачивает наверх в своем 
движении, то оно вседа подымется на ту же высоту, 
с которой упало, независимо от числа и наклона связан- 
ных плоскостей, по которым оно 
будет двигаться. 

Пусть тело падает с высоты АВ 
(фиг. 17) и пусть от точки В вверх 
расположены наклонные плоскости 
ВС, СР, ОЕ, причем верхняя точ- 
ка Ё находится на ТОЙ же высоте, 
, Что и А. Я утверждаю, что тело, 

упавшее вдоль АВ и подымающееся 

Фиг. 17. по наклонным плоскостям ВС, СО 
и ДЁ, подымется до точки Ё.. 

Предположим, если это’возможно, что тело может под- 
няться только до точки (. 

Продолжим ВС и СД до их пересечения с горизонталь- 
ной линией СЁ в точках Ги Н. Если тело поднялось по 
ВС и СР, то у него остается только скорость, достаточная 
для подъема по ОС или ОН (так как в предложении \| 
показано, что в обоих случаях нужна одна и та же скорость). 
Поднявшись по ВС, тело будет иметь скорость, достаточную 
для подъема по СН или СЕ. Следовательно, в В скорость 
тела будет достаточна для подъема по ВА, т. е. это будет 
та скорость, которую тело приобретает, падая по ЁВ. Но 
в В тело обладает скоростью, благодаря которой оно 
в состоянии подняться до Д. Выходит, что падение вдоль АВ 
дает телу скорость, достаточную, чтобы подняться вдоль ВА 
выше своей первоначальной высоты, что невозможно. 


А 
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То же доказательство остается в силе, каково бы ни было 
число наклонных плоскостей, вдоль которых подымается 
тело. Следовательно, и при бесконечном числе плоскостей, 
т. е. при кривой поверхности, тело подымется на ту же 
высоту, с которой оно упалое 


Предложение Х 


Если тело падает по вертикали или вдоль какой- 
нибудь поверхности и затем вследствие приобретенной 
скорости подымается по друзой поверхности, то при паде- 
нии и подъеме в точках одинаковой высоты скорость 
будет одинаковая. 

Пусть тело (фиг. 18) падает с высоты АВ и затем поды- 
мается по поверхности ВСР. Пусть точка С этой поверх- 


ности находится на той же высоте, р. 
А 

что и точка Ё на АВ. Я утверждаю, 

что скорость в С будет равна скоро- 2 С 


сти в точке А. 
Его скорость в С такова, что оно, 
благодаря ей, может подняться до точ- 
ки О, лежащей на высоте А (по пре- р 
дыдущему предложению). При паде- 
нии от 4 доЁ тело как раз приобре- Фиг. 18. 
тает эту скорость по предыдущему 
предложению. Следовательно, тело, поднявшееся до (С, обла- 
дает как раз той же скоростью, как и падающее тело в Ё, 
что и требовалось доказать. 


Предложение Х] 


Если тело падает вдоль какой-нибудь поверхности и 
потом меняет направление движения и подымается по 
той же или по симметричной и симметрично расположен- 
ной поверхности, то при падении и поднятии одинако- 
вые пути проходятся в одинаковые времена. 


4* 
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Пусть (фиг. 19), тело падает вдоль ДВ и, придя в В, 
изменив направление движения, подымается вдоль той же 
поверхности ВА или же по симметричной ВС. Из предыду- 
р с Щего следует, что тело достиг- 
нет той же высоты, с которой 
упало. Так как тело, по преды- 
дущей теореме, при падении и 
при подъеме должно иметь оди- 
наковые скорости в точках оди- 

Фиг. 19. наковой высоты, то ясно, что 

тело пройдет по той же линии 

дважды таким образом, что в соответствующих точках ско- 

рость будет одна и та же. Следовательно, и продолжитель- 

ность обоих пробегов будет одна и Та же, что и требова- 
лось доказать. 


В 


Предложение ХПИ 


Пусть АВС —круё (фи. 20), АС — диаметр круза, 
Гр— точка вне круза. Опустим из ГЕ перпендикуляр на АС 
и соединим Ес А. Прямая АГ обязательно пересекает 
окружность, напр. в В. й 

Я утверждаю, что дуга ВО, рас- 
положенная между линиями АР и ай 
СЕ, меньше прямой АД. = 

Соединяем В и С прямой линией Е 
и строим в В касательную к кру- 
гу БЕ; она обязательно пересе- 
кает РГО между Е и С. Имеем 
СД ВАС = С ЕВС (Эвклид, книга Ш, С 
теорема 32), их дополнения до пря- Фиг. 20. 
мого угла также равны: С ЕВЁ = 
—= С ВСА. Но и 2 АРС = 2 ВСА (из подобия треугольни- 
ков АРС и АВС). Следовательно, СХ ЕВЕ= 2 АЕОСД, т. е. 


треугольник АВЕ — равнобедренный, и мы имеем РЁ = БЕ. 
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Прибавляем по ЁД с каждой стороны равенства. Это дает 
Ер=ВЕ-- ЕР. 

Но ВЕ-+-ЕР несомненно больше дуги ВО, имеющей те 
же конечные точки и вогнутой в ту же сторону. Следова- 
тельно, и РО больше дуги ВР. Предложение тем самым 
доказано. 


Предложение ХШ 


Сделаем то же построение, но с точкой Е внутри 
крла. Тода прямая АВ также пересекает прямую РС 
внутри круа. В этом случае утвер- 


ждается, что дла ВО между пря- й. 
мыми АВ и ООС больше, чем пря- 
мая ПЕ. р 


Действительно (фиг. 21), соединим 
р с С и проведем хорду, соответ- 8 
ствующую дуге ВО. Тогда 2 АВО= 
—= 2 АСР, а следовательно, ( АВР= 
—6 АДС. Но & РЕВ 2 АРЕ= 
— д АД5, вследствие этого СДЁВ_›> ( 
> СОВЕ, поэтому в треугольнике Фиг. 21. 
РЕВ сторона ОВ > стороны ДЁ; тем 
более дуга ОВ будет больше стороны ОР. Таким образом, 
предложение доказано. 


Предложение ХУ 


Пусть (физ. 22) АВС — циклоида с основанием АС и 
осью ВД (ее построение я полагаю известным на основа- 
нии того, что сказано выше о ее определении и механи- 
ческом воспроизведении). Строим на оси ВО, как на 
диаметре, круг и проводим через любую точку циклоиды 
ЕЁ линию, параллельную основанию циклоиды. Эта линия 
пересечет ось в Г и кр в (С. Я утверждаю, что пря- 
мая СЁ равна дде СВ. 
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Строим второй круг того же радиуса, проходящий через 
ЕЁ и касательный к основанию в точке А, и проводим диа- 
метр КЁ. Тогда прямая АК равна дуге ЕК. С другой сто- 
роны, вся длина ДО равна полуокружности КЁЕЁ. Следова- 


Фиг. 22. 


тельно, КД или М№Е равна дуге ВС. Далее МРГ=ЕС, так 
как ЁМ= СР и часть МС общая. Отсюда следует: 


СЕ—=\СВ. 


Предложение ХУ 


Провести к циклоиде касательную в данной точке. 


Дана (фиг. 23) циклоида СА и на ней точка В. Надо 
провести касательную к циклоиде в этой точке В. Строим 


около оси циклоиды Ш), образующую окружность АЁД. 
Проводим через В линию ВЁ, параллельную основанию 
циклоиды, которая пересекает окружность в точке Ё. Со- 
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единяем Ё с А и проводим через В линию НВМ, параллель- 
ную ДЁР. Я утверждаю, что это и будет искомая касатель- 
ная к циклоиде. Действительно, возьмем на прямой НВМ 
точку Н выше точки В и проведем череа Н прямую, парал- 
лельную основанию СДО. Она пересечет циклоиду в РЁ, круг 
в К и прямую АЁ в М. Тогда КЁ =дуге КА и КМ 
< дуги КЕ. 

Следовательно, прямая МЁ<« дуги АЁ. С другой сто- 
роны, дуга АЁ=прямой ВЁ==прямой МН. Следовательно, 
МЕ< МН, т. е. Н лежит вне циклоиды. 

Теперь возьмем на прямой ЫВМ точку М№ ниже точки В 
и проведем, как и раньше, прямую, параллельную основа- 
нию СД, которая пересечет циклоиду в О, продолжение 
прямой ДЁвР и круг в О. 

Имеем ОО = дуге ОД, ОР>> дуги ОЁ и РО < дуги АЕ, 
но дуга АЁ==ВЕ=РМ, следовательно, РО РМ, т. е. 
точка Л’ лежит вне циклоиды. 

Итак, любая точка прямой НВМ, кроме точки В, лежит 
вне циклоиды; следовательно, прямая НВ/М касается цик- 
лоиды в точке В, что и требовалось доказать. 

Я колебался, должен ли я дать в своей книге место 
этому доказательству, так как я нашел в книге Уоллиса 
о Циклоиде похожее доказательство, принадлежащее зна- 
менитому Рену.?8 

Однако из этого предложения можно выявить общую 
конструкцию, применимую не только к циклоиде, но и к дру- 
гим кривым, возникающим из качения какой-либо фигуры, 
лишь бы эта фигура была бы всегда вогнутой в одну и ту 
же сторону и была бы геометрически определенной фигу- 
рой. 

Пусть (фиг. 24) кривая МАВБ 3 получается при качении 
фигуры ОР вдоль прямой [./); другими словами, пусть эта 
кривая ЛАБ описывается точкой М, находящейся на кон- 
туре фигуры ОЁ. Предложено провести касательную к кри- 


вой №МАВ в точке А. 
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Проводим линию СА, соединяющую точку А с точкой С, 
в которой фигура ОЁ касалась прямой СО в тот момент, 
когда точка, описывающая кривую, находилась в А. Точку 
контакта С’ всегда можно найти, так как задача сводится 
к проведению двух параллельных линий, из которых одна 
проходит через точку контура, образующую кривую, а дру- 
гая касательна к фигуре. 
Расстояние двух парал- 
лельных линий равно рас- 
стоянию А от ЁД. 

Я утверждаю, что со- 
единительная линия АС 
пересекает кривую под 
4 5 прямым углом. Ёсли во- 
| круг С радиусом АС про- 
вести дугу круга, она бу- 
дет касаться кривой в А. 
Нерпендикуляр, восстановленный к ДС в точке 4, будет ка- 
сательной к кривой. Действительно, соединим сначала с точ- 
кой С точку В на кривой, более удаленную от основания, 
чем 2, и представим себе фигуру в положении ВО, при 
котором точка контура фигуры, образующая кривую, нахо- 
дится как раз в Б, а касание фигуры с основанием проис- 
ходит в [); пусть точка фигуры, бывшая в С в момент, когда 
образующая кривую точка была в А, теперь поднялась до Ё. 
Проводим прямые ЁС и ВЁ и строим касательную к фигуре 
в точке Е; она пересекает основание в Н. 

Имеем 


> 
=_— чм 


Ср=ъдЕО, 
ЕН-- НР`> „ЕР, 


отсюда 


ЕН СН. 


Следовательно, в треугольнике ЕСН 


СЕСН >> С СЕН, 
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а значит 


СЕСЁ< 2 СЕК. 


Тем более 


ДЕСГ— СГСВ< СЕК -+ С КЕЁВ, 


ДЕСВ< С СЕВ. 


Следовательно, в треугольнике СЕВ сторона ЕВ < сто- 
роны СВ; но ЕВ =СА, так как это та же линия, перенесен- 


ная вместе с фигурой. 

Отсюда СВ СА или СВ СЕ, т. е. точка В лежит 
вне окружности круга МАГ. 

Возьмем теперь точку №, лежащую между основанием 
и точкой А. Предположим следующее. Когда точка, описы- 
вающая кривую, находилась в М, описывающая фигура зани- 
мала положение ИД и точка касания находилась в [. Точка, 
которая при положении ДС находилась в С, теперь занимает 
положение И. 


Проводим линии СМ, МИ, ИС, ГЕ. Имеем 
ИМ = СА, 


так как СА было перенесено в положение ИМ. 
Далее прямая [С равна дуге СИ и, значит, больше 
хорды СИ. Следовательно, в треугольнике ДИС 
СГС > С ГСТ, 
тем более 
ДЕУС-- СЕУМ> ДЕСМ- (ГСМ 


или 
СДСУМ> С МСГИ, 

т. е. в треугольнике СУМ сторона СМ>> стороны ИМ; но 
МИи—= АС = МС, 


отсюда 


М№С > МС, 
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т. е. точка М лежит вне окружности МАР, которая, следо- 
вательно, касается кривой в точке 2, что и требовалось 
доказать. 

Построение и доказательство не меняются и в том слу- 
чае, если кривая образуется точкой, лежащей внутри или 
вне контура катящейся фигуры.?! 
Только во втором случае часть 
кривой лежит ниже основания. Это 
вызывает некоторые изменения 
в доказательстве. 

Пусть (фиг. 25) данная точка А, 
в которой надо построить каса- 
тельную, лежит на части кривой 
№АВ, расположенной под осно- 
ванием СЁ. Кривая описывается 
точкой, лежащей вне контура ка- 
тящейся фигуры, но имеющей 
определенное положение в той же 

Фиг. 25. плоскости. Находим точку С, в 

которой катящаяся фигура ка- 

сается основания СШ, когда образующая точка находится 

в А. Соединяем С с ДА. Я утверждаю, что СА пересекает 

кривую под прямым углом или что окружность, проведенная 

вокруг С радиусом СА, касается кривой; но при этом обна- 

ружится, что касание происходит с внешней стороны, а не 

с внутренней, как в точках поверх основания. Действительно, 

повторив рассмотренное выше построение, мы опять придем 
к неравенству 


ДЕСН`» ССЕН. 
"Гем более 
ДЕСН-- (НСВЪЕСЕН— ГНЕВ, 
т. е. 
ДЕСВЪ СЕВ, 
‘следовательно, 


ЕВ >> СВ, 
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но 
ЕВ = АС= СЕ, 
таким образом, 


СЕ> СВ, 


т.е. точка ЁР`находится вне кривой МАВ, считая от центра. 
Точно так же можно показать, что 


ДЕС > ЕСИ. 


Следовательно, 2СУИР, дополняющий ДЁИС до двух 
прямых, меньше ИСО, тем более ` 


ДУСр- д РСМ > ( СУР-— СРУМ, 


т. е 
ДУСМ> ССИМ, 
или сторона 
ИМ СМ; 
но 
ИМ = АС =СМ. 
Следовательно, 
СМ СМ, 


т. е. точка М лежит вне кривой №МАВ, считая от центра. 
Таким образом, установлено, что дуга круга МАЁ касается 
кривой в точке 2, что и требовалось доказать. 

Если, наконец, точка кривой, в которой надо провести 
касательную, лежит как раз на пересечении кривой и осно- 
вания, то перпендикуляр к основанию будет искомой каса- 
тельной, что легко доказать. 


Предложение ХУ]| 


Круг с центром в Ё (фиг. 26) пересечен двумя парал- 
дельными линиями АГ и БС таким образом, что либо 
обе параллели лежат по одну сторону от центра, либо 
одна из них АЁ проходит через центр. В тоике А, зде 
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более близкая к иентру кривая пересекает круъ, строят 
касательную к круу. Я утверждаю, что отрезок каса- 
тельной АВ между параллелями меньше, чем дуа АС 
между теми же параллелями. 

Проводим хорду АС. Угол ВАГ или острый, или прямой. 
Следовательно, угол АВС или тупой, или прямой. Следо- 
вательно, в треугольнике АВС сторона АС больше сто- 
роны АВ. Но дуга АС больше хорды АС, следовательно, 
отрезок касательной АВ меньше дуги АС. 


Предложение ХУП 


Нусть круз при тех же условиях пересекается еще 
третьей параллелью ПК (фил. 27). Эта параллель отстоит 


Фиг. 26. Фиг. 27. Фиг. 28. 


от более близкой к иентру АЁ на такое же расстояние, 
как АР от ВС. Тода отрезок касательной АДР между 
третьей параллелью и средней меньше души АС, заклю- 
ченной между двумя первыми параллелями. Это непосред- 
ственно ясно, так как АРр= АВ, а АВ< дли АС по пре- 
дыдушему предложению. 


Предложение ХУШ 


Круг с центром в Е пересекается двумя параллелями 
АГ и ВС (фист. 28), обе параллели мощт быть на одина- 
ковых или разных расстояниях от центра. Одна из них, 
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при разных расстояниях от центра именно та, которая 
отстоит от центра на большее расстояние, пересекает 
окружность в В. В В строим касательную к круцу. Гозда 
отрезок АВ касательной между двумя параллельными 
больше, чем дула ВС между ними. 

Строим касательную к кругу в точке С. Она пересекает 
касательную АВ в точке [. В треугольнике АСЬ С АСЕ = 
—= & МСГ. При нашем выборе точки В 2 ВАЕХ ГД МСЕ, 


или, что то же самое, 
СГАСХ Д АСЕ. 


Следовательно, сторона СЁ меньше или равна стороне ДГ; 
тогда 


Ср -- ВЕ < АЁ-н ВЕ = АВ, 
но 
СЕ-н ВЕ > „СВ. 


Тем более 


АВ СВ, 


что и требовалось доказать. 


Предложение ХХ 


Пусть круё (физ. 29) при тех же 
предположениях, что и в предыдушей 
теореме, пересекается еше и третьей 
параллелью ОК. Ее расстояние от па- К 
раллели ВС, более удаленной от цен- с 
тра, то же, что и расстояние ВС от АЕ. Фиг. 29. 
Строим в точке В касательную к кру- 
2]; тозда отрезок этой касательной между параллелями 
ВС и ПК больше души ВС. 

Это очевидно, так кк ВРр= АВ, а АВ по предыдущему 
предложению больше дуги ВС. 
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Предложение ХХ 


Пусть АВ — дуа, меньшая полуокружности (физ. 30) 
пересечена произвольным числом параллельных линий, равно 
отстоящих как дру? от друза, так и от параллелей, про- 
веденных через конечные точки Аи В. Проводим к дуге 
АВ в точке А и во всех последовательных точках пере- 
сечения ди с параллелями касательные: все в одном на- 
правлении и каждую касательную от точки касания до 
пересечения со следующей параллелью, как на рисунке, 
АС, РЕ, ЕС, НЕ, и т. д. Я утверждаю, что сумма всех 
этих отрезков касательных, кроме первоо АС, меньше 
данной дизи АВ, а сумма всех отрезков, включая первый АС, 
больше дуи АВ, уменьшенной на величину последнето 
отрезка души МВ, т. е. больше дузи АМ. 

Пусть параллели расположены по 
обе стороны от центра & и нусть 
СН —та параллель, которая либо 
проходит через центр, либо всего 
к нему ближе из всех параллелей, 
лежащих между В и центром. Тогда 
по предложению ХУ] каждый из от- 
резков касательных между СН и ВО 
(каковы НК, [М, №О) меньше, чем 
соответствующий отрезок дуги. Далее, по предложению ХУП, 
касательная СЁ’меньше дуги РД. 

Подобным же образом касательная Ё/) меньше дуги АР. 
Сумма всех касательных между ВО и СР меньше суммы дуг 
ВН и ГА. Тем более она меньше суммы дуг ВН и НА, 
т. е. дуги АВ, что надо было доказать в первую оче- 
редь. 

`Докажем теперь, что сумма всех касательных, заключев- 
ных между ВО и А, больше дуги АМ. 

Возможны следующие случаи: или параллель СН ближе 
к центру, чем параллель ЕР, о которой мы полагаем, что она 
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ближайшая к центру со стороны А, или она дальше, или обе 
параллели находятся на равном расстоянии от центра. 

Если ЕР дальше от центра, чем СН, или на том же 
расстоянии, то отрезок касательной РС больше соответ- 
ствующей дуги ЕН, и прочие отрезки касательных со сто- 
роны А, т. е. ЕР и СА, больше соответствующих дуг (по 
предложению Х\У!]); следовательно, сумма касательных СА-н 
+ ЕР-+ СА больше дуги НА. Но и касательная 2М больше 
дуги НЁ (по предложению Х[Х), и касательная ОЛ больше 
дуги МЁ. 

Следовательно, сумма всех касательных, кроме НК, больше 
дуги АМ№. Если прибавить еще касательную НК, то тем 
более сумма всех касательных будет больше дуги АМ. 

Если СН дальше от центра, чем ЕА, то касательная КН 
больше дуги НЕЁ (по предложению ХХ), касательная МЁ 
больше дуги [Н, касательная ОМ больше дуги №. 

Отсюда мы выводим, что сумма касательных ОМ, МЁ 
и КН больше дуги №; с другой стороны, касательная ЁД 
больше дуги РО и СА больше дуги ДА (по предложению 
ХУШ). Следовательно, сумма всех касательных, заключен- 
ных между ВО и А, кроме СЁ, больше дуги АМ. И тем 
более сумма всех касательных, включая С *”', больше дуги АМ. 

Из приведенного ясно доказательство для всех других 
случаев, какую бы дугу полукруга мы ни выбрали. Или дока- 
зательство будет совпадать с предыдущим, или потребуется 
только часть предыдущего доказательства. | 


Предложение ХХ] 


Пусть тело падает непрерывным движением по произ- 
вольному числу соединенных в стык наклонных плоскостей 
и затем второй раз с той же высоты по такому же числу 
друших наклонных плоскостей. Каждая из этих плоскостей 
имеет ту же высоту, как соответствующая плоскость 
при первом падении, но каждая из них имеет больший 
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наклон к торизонту, чем в первом случае. Я утверждаю, 
что время падения по более крутым плоскостям меньше, 
чем время падения по более полозим. 

Пусть АВСРЕ и ЕСНКЕЬ (фиг. 31) два ряда соединенных 
в стык наклонных плоскостей, расположенных между теми же 
горизонтальными параллелями, и соответственные отдельные 
наклонные плоскости также расположены между одинаковыми 
горизонтальными параллелями. 
Каждая из наклонных плоско: 
стей ряда АВСЛЕ круче со- 
ответственной наклонной пло- 
скости ряда РСНКЕ. Я утвер- 
ждаю, что падение вдоль 
АВСРЕ произойдет в более 
короткое время, чем падение 

Фиг. 31. вдоль ЕСНКГ. 

Прежде всего очевидно, что 
падение вдоль АВ совершается в меньшее время, чем паде- 
ние вдоль РС; эти времена падения относятся, как ДВ к ЕС 
(предложение УП), причем АВ < ГС ввиду менее наклонного 
положения АВ. Теперь продолжают вверх прямые СВ и НС до 
пересечения с прямой АГ в точках М и М. Тогда тело пробе- 
гает путь ВС после падения вдоль АВ в то же время, как и 
после падения вдоль МБ, потому что в обоих случаях оно бу- 
дет иметь в В одну и ту же скорость (по предложению \1). 
То же относится и к падению вдоль СН. Оно совершается в то 
же время, все равно, пришло ли тело в С по пути ГС или 
М№ С. Но время падения вдоль ВС, после пробега МВ, отно- 
сится к времени падения вдоль СН, после пробега М№С, как 
длина ВС к СН или МС к МН. Действительно, таково отно- 
шение времен падения вдоль всех длин МС и МН и вдоль 
частей длины МВ и № (по предложению УП). Следова- 
тельно, и таково же отношение разностей обоих времен, т. е. 
времен падения по ВС и СН. 

Но длина ВС меньше длины СН вследствие большей 
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крутизны ВС. Поэтому время падения вдоль ВС после про- 
бега АВ или МВ короче времени падения вдоль СН после 
пробега М№С или ГО. 

Таким же способом, продолжив линии ОС и КН вверх 
до пересечения с АГ в точках О и Р, можно показать, что 
тело падает вдоль СЛ, после пробега АВС или ОС, в более 
короткое время, чем вдоль НК, по- 
сле пробега РОН или РН. Нако- 4 С 
нец, падение вдоль ДЁ после про- 
бега ДВС совершается в более 
короткое время, чем падение вдоль Е 
КТ, после пробега РСНК. 

Вследствие этого и все время г 7 
падения вдоль АВСРЕ будет ко- 
роче, чем время падения вдоль Фиг. 32. 

ЕСНКЕ.. 

Так как кривые линии можно представить себе состоя- 
щими из бесконечно большого числа бесконечно малых от- 
резков прямых, то можно применить теорему к кривым 
поверхностям. Ёсли две поверхности искривлены согласно 
двум кривым одинаковой высоты и если одна кривая в каж- 
дой точке круче, чем другая кривая на той же высоте, то тело 
вдоль более крутой кривой упадет в более короткое время, 
чем по более пологой. Пусть, например (фиг. 32) обе поверх- 
ности искривлены по кривым АВ и СР одинаковой высоты 
и пусть для любых точек Е и Г, взятых на одной высоте, 
наклон СДО всегда больше наклона АВ, другими словами, 
касательная к кривой СД в Г более наклонена к горизонту, 
чем касательная к АВ в Ё. Тогда время падения вдоль АВ 
будет короче времени падения вдоль СО. То же самое 
остается справедливым, если одна из линий прямая. Нужно 
только, чтобы наклон прямой, который во всех точках один 


и тот же, был бы больше или меньше, чем наклон кривой 
в любой точке. 
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Предложение ХХП 


Дана циклоида с вертикальной осью и с вершиной, обра- 
шенной вниз. На ней дано два отрезка одинаковой высоты. 
Из них один ближе к вершине, чем друзюй. Тозда время 
падения вдоль вышележащезо отрезка короче, чем время 
падения вдоль нижележащего отрезка. 

Пусть (фиг. 33) АВ — циклоида, АС — ее вертикальная 
ось, вершина 4 направлена вниз. Возьмем на циклоиде два 


Фиг. 33. 


отрезка ВД и ЕР, одинаковой высоты; т. е. расстояние 
между горизонтальными параллелями ВС и ОН, между кото- 
рыми заключен вышележащий отрезок ВО, равно расстоянию 
между горизонтальными параллелями ЕС и РА, между кото- 
рыми заключен нижележащий отрезок ЁР. 

Я утверждаю, что падение вдоль дуги ВД совершается 
в более короткое время, чем падение вдоль дуги ЕР. Для 
доказательства берем на ВО какую-нибудь точку С и на ЕЁ 
точку М, такую, чтобы Ё было настолько же выше М, на- 
сколько В выше Ё. Описываем полуокружность вокруг оси 
АС. Через СЁ и М проводят горизонтальные линии, которые 
пересекают полуокружность в точках №Ми О. Соединяют № 
и О с Д, тогда точка № выше точки О, следовательно, пря- 
мая МА круче прямой ОД. Но (по предложению ХУ) пря- 
мая МА параллельна касательной к циклоиде в точке Д, 
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а ОЛ параллельна касательной к циклоиде в точке М. Сле- 
довательно, кривая В) в точке [, круче, чем кривая ЕЁ 
в точке М. 

Представим себе отрезок ЁЁ поднятым без изменения 
наклона вверх, например, в положение е}, при котором отре- 
зок е{ заключен между теми же параллелями, что и ВД, 
тогда точка М займет положение т и будет на одной высоте 
с точкой [; итак, крутизна кривой В в точке Г больше 
крутизны кривой е{ в точке т, находящейся на той же 
высоте. Последняя крутизна равна крутизне в точке М кри- 
вой ЕЁ. Это же рассуждение можно повторить для любой 
точки кривой е] и показать, что ее крутизна меньше кру- 
тизны кривой ВО в соответствующей точке, и, таким обра- 
зом, доказать, что падение вдоль ВД должно совершаться 
в более короткое время, чем падение вдоль е/, а следова- 
тельно, и падение вдоль ЕЁ, что и требовалось доказать. 


Лемма 


Дан круз (физ. 34) с диаметром АС. Хорда ЕП перпен- 
дикулярна к АС..Из А проводят прямую, пересекаюшую 
круг в некоторой точке В, а хорду 
в тоике Ё`. Я утверждаю, что вели- 
чина АР — средняя пропорииональ- 
ная между величинами АВ иАЕ.? 

Предположим, во-первых, что 
точка /’лежит внутри круга. 

Проводим хорду, соответствую- 
щую дуге ВО. Дуги АЕ и АД 
равны. Следовательно, равны и впи- 
санные углы ЕДА и АВО, опираю- Фиг. 34. 
щиеся на эти дуги. 

По той же причине в треугольниках АВР и АЕ равны 
углы АВО и АРЕГ. Кроме того, у них общий угол А. Сле- 
довательно, эти треугольники подобны. Отсюда 


ВА: АР=АР:АР. 


5* 
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Допустим, во-вторых, что точка пересечения } лежит вне 
круга. Проводим через 6 линию, параллельную ДЁ; она 
пересечет АР в Н. Тогда, согласно уже доказанному, мы 


имеем 
рА _ А 
А АН 
ИЛИ 
РА __ Ау 
Ао АБ’ 
т. е. 
Аь _ АБР 
АБ ` А}’ 


Таким образом, лемма доказана. 


Предложение ХХШ 


Пусть (физ. 35) АВС — циклоида с вершиной А, направ- 
ленной вниз, и вертикальной осью АП; через произволь- 
ную точку циклоиды В проводим вниз касательную, пере- 
секаюшую зоризонтальную линию, проведенную через А 
в точке [. Перпендикуляр, опущшенный из В на ось, пере- 
секает АД в точке Г. Вокру: АЁГ как диаметра строим 
полуокружность ЕНА с центром в Х. На дуйе циклоиды ВА 
берем произвольную точку С; через нее проводим зоризон- 
тальную линию ХС, пересекаюшую окружность в точке Н 
и ось в точке %. 

В точке С построим касательную к циклоиде, в точке НЫ— 
касательную к круз] и будем рассматривать части этих 
касательных ММ и ЭТ, заключенные между теми же парал- 
лельными линиями М5 и МТ. Пусть те же линии М5 и МТ 
вырезают из касательной Б]! часть ОР и из оси АР часть 
ОК. Я утверждаю, что время т, в течение которозо тело 
пройдет путь ММ с постоянной скоростью ч;:, равной ско- 
рости, достизаемой при падении вдоль дузи циклоиды ВС, 
относится к времени т,, в течение которозо тело пройдет 
путь ОР с постоянной скоростью х., равной половине ско 
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рости, приобретаемой телом в [ после падения вдоль всей 
касательной В[, как длина касательной 5Т к расстоя- 
нию ОР на оси. 
7 1—5: ОК. 
Для доказательства строим на АД как диаметре полу- 
круг ОГА, который пересечет С\ в Ф и ВЕ в Г. Проводим 


р [м 


Фиг. 35. 


прямую АГ, пересекающую прямые ОО, РА и СУ в точках 
Е, К и А. Проводим прямые НЕ, НХ, НА и АФ. Последняя 
пересекает прямые ОО и РР в точках А и П. 
Мы имеем 
пе — ММ, № 
% ОР 
(по теореме 5: Галилей о равномерном движении 3). 
Скорость, которую тело приобретает благодаря падению 
вдоль В1[, равна скорости вертикального падения вдоль Р.А, 
следовательно, и половина первой скорости, т. е. ч., равна 
половине второй скорости. Скорость ®1, которую тело при- 
обретает при падении вдоль ВС по предложению \УШ, равна 
скорости, приобретаемой при падении вдоль АХ. По предло- 


жению Ш имеем: 


1 —— 
5 УРА Ч РА 


и — УХ = ЕН = ЕН’ 
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следовательно, 
МН. РХ 
=>» — ОР ТН‘ 


Далее, касательная В[ параллельна ИА, а касательная 


МСМ параллельна ФА, отсюда ММ№М= АП; ОР = ЕК. Следо- 


вательно, 
ММ _ АП _ АА _ ФА _ ИА 
ОР `` ЕК` ЕА` ЛА ФА ` 


Последнее по предыдущей лемме. Сверх того 


ГА: = АР.АГ, 
ФА? = АР: А», 
т. е. 
ул __ АЕ АР _ АЕ 
ФД? `` АУ АЕ.АХ АН? 
Отсюда 


ММ _ УА __ АЕ 
ОР ФА АН’ 


Ввиду подобия треугольников РАН и ЕН» это отношение 
равно ЕН: НН». Подставляя это в отношение времен, полу- 


чаем 
Но 


как легко видеть. 
Окончательно 


1:75 == Г: ОЛ, 
что и требовалось доказать. 


Предложение ХХГУ 


Рассмотрим снова, как в предыдущей теореме, иикло- 
иду АВС (фиь. 36) с вертикальной осью АД и вершиной А, 
обрашенной вниз. 
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Через произвольную точку циклоиды В проведена каса- 
тельная, направленная вниз, пересекающая зоризонтальную 
линию А® в тоике ®. Перпендикуляр, опушенный из В на 
ось АР, пересекает последнюю в Ё. На КА как на диаметре 
строят полуокружность. Проводят какую-нибудь линию 
параллельную ЕВ. Шусть она пересекает ииклоиду в Е, пря- 


Фиг. 35. 


мую ВБ® в [, круг Н и ось циклоиды в С. Я утверждаю, 
что &, время падения вдоль дуги циклоиды ВЕ относится 
ко времени 5, в течение которого тело проходит расстоя- 
ние В/ с постоянной скоростью ч.5, равной половине ско- 
рости, приобретаемой после падения вдоль В®, как дуза ЕН 
к прямой ГО, т. е. 


НЕ =щ/АН: РЦ. 


Допустим, что наше утверждение неверно. Тогда отно- 
шение #:Ё№ должно быть либо больше, либо меньше, чем 
отношение дуги АН к прямой РС. Пусть оно будет больше. 
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Тогда должно существовать & такое, что 


в: =\АН:ЕС, 
при этом & < В. 

Возьмем некоторую точку М№ на циклоиде выше точки В. 
Тогда тело скорее пройдет путь ВА, если оно начало паде- 
ние в /М/, чем если оно начнет падение в В из состояния 
покоя, т. е. время падения вдоль ВЁ после падения вдоль 
№В, будет меньше, чем &. Очевидно, можно сделать раз- 
ность между обоими временами падения произвольно малой, 
достаточно приблизив ЛМ к В. Выберем ЛМ таким образом, 
чтобы разность времен падения была меньше & —&. Тогда 


{. —время падения вдоль БЕ после падения вдоль М№МВ— 
будет больше &, следовательно, 


В > ЁН:ЕС. 
Пусть точка О выбрана таким образом, чтобы 
и: = РЕНО: РЕС. 


Делим РО на т равных частей ЕР =РО, ит. д. и пусть 
каждая часть меньше, чем высота дуги ВМ, и меньше, чем 
высота дуги НО; очевидно, это всегда возможно. Через все 
точки деления проводим линии, параллельные основанию РС 
до пересечения с касательной БО в точках Л, Е, ит. д. 
В точках А, Г, ит. д. пересечения параллельных линий с окруж- 
ностью строят касательные АХ, Г», ит. д. все направлен- 
ные вверх, до пересечения с ближайшей сверху параллельной 
линией. Точно так же во всех точках пересечения параллель- 
ных линий с циклоидой строятся касательные, направленные 
вверх, до пересечения с ближайшей сверху параллельной 
линией, например, И, 7М, ит. д. Затем откладывают на С. 


отрезок СК =ЕР==--РС и через К проводят линию, парал- 
лельную ОС. Она пересечет полуокружность между Ни О 


в точке Ф, так как СА меньше высоты точки Н над О. 
После этого поведем доказательство следующим образом. 
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Время %©., в течение которого тело проходит путь И5 
с постоянной скоростью, приобретенной при падении вдоль 
В5, больше времени, в течение которого проходится дуга В5 
ускоренным движением после падения вдоль №В, ибо ско- 
рость после падения вдоль В5 меньше скорости после паде- 
ния вдоль МВ, так как высота В5 меньше высоты МВ. 
Кроме того, скорость пробега по И5 мы предположим посто- 
янной, а скорость вдоль В5 после падения вдоль МВ будет 
возрастать; наконец, дуга В, короче касательной ИЗ и во 
всех точках круга ее. 

По всем этим причинам время, необходимое для пробега /5 
с постоянной скоростью, приобретаемой при падении вдоль Во, 
короче времени падения вдоль В,.5 после пробега МВ. Рав- 
ным образом, время В., в течение которого тело проходит 
касательную МТ с постоянной скоростью, приобретенной 
после падения вдоль ВТ, больше времени, в течение кото- 
рого прбисходит падение вдоль дуги ®Г, после пробега 
дуги №. 

По тем же причинам и время \/!, необходимое для падения 
вдоль касательной ПУ со скоростью, приобретаемой при 
падении вдоль ВУ, больше времени, в течение которого тело 
падает вдоль ГУ после падения вдоль М№Г. 

Таким образом, и сумма % +В Ну +--- времен про- 
бега по всем касательным до самой нижней, касающейся 
циклоиды в Ё (причем каждая касательная пробегается с той 
скоростью, которую тело приобретает при падении из точки В 
до соответственной точки касания циклоиды), будет больше 
времени Ё, в течение которого тело падает вдоль дуги ВЕ 
после падения вдоль МВ. 


Теперь мы, однако, покажем, что эта же сумма должна 
быть меньше, чем &.. 

Рассмотрим снова те же промежутки времени 9, В, |1 --° 
Время 4%, в течение которого проходится отрезок каса- 
тельной И.5, со скоростью, приобретенной при падении 
вдоль В5, относится ко времени %,, в течение которого 
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проходится путь БА со скоростью х., равной половине скоро- 
сти, приобретаемой телом при падении вдоль /'А, как отрезок 
касательной к кругу АХ —а, к отрезку на оси ЕР = а, (по 
предыдущему предложению). 

Точно Так же время 6В., в течение которого тело прохо- 
дит касательную МТ со скоростью, приобретаемой при паде- 
нии вдоль ВТ, относится ко времени 6В., в течение которого 
тело пробегает прямую АЯ со скоростью 9.5, как касатель- 
ная ГХ—==б, к отрезку оси РО =Ь.. И так далее. Каждое из 
времен, необходимых для пробега одной из касательных 
к Циклоиде со скоростью, определенной как выше указано, 
относится ко времени пробега соответственного отрезка каса- 
тельной В] со скоростью, равной половине скорости, при- 
обретаемой при падении вдоль Б®, как касательная к окруж- 
ности, взятая между теми же параллельными линиями, отно- 
сится к соответствующему отрезку прямой РО. 

Таким образом, мы получаем следующие т пропорций: 


9 — “1, в 

Чо а> Ве (2 
Знаменатели левых отношений %., 8,... обозначают вре- 
мена, в Течение которых проходятся равные отрезки ВА, 
АЕ..., взятые на касательной В с постоянной скоростью 


о., Т. е. все знаменатели равны. То же относится ко всем 
знаменателям правых отношений, равным Ре. Разделим все 
пропорции на т. Тогда все знаменатели слева равны Ё, т. е. 
времени, в течение которого пробегается весь путь В] со 
скоростью чо. 


Все знаменатели правых отношений будут равны ГС. 
Сложим все пропорции 


9 Ва - 71... ___ а +61 не +... 
Ь —_ ЕС ° 


По предложению ХХ числитель правой стороны, пред- 
ставляющий сумму касательных к кругу, АХ, ГУ, ит. д. 
‘меньше, чем дуга АФ; тем более он меньше дуги РО. 
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Имеем 
ими... ФО 
ь ЕС 
С другой стороны, по нашему предположению, 
в _ РО 
ь ЕС ’ 


следовательно, 


о +В, м... <. 


Фиг. 37. 


Мы пришли к нелепости, так как выше показали, что эта 
сумма должна быть больше &.. 

Итак, наше предположение &:ЁЬ >`)ЁЕН:РГО неверно. 
Отношение &:Ь не может быть больше отношения дуги РН 
к прямой РО. 

Испытаем предположение & :& < \ЕН:ЕС, если это воз- 
можно. Тогда существует такое &, большее, чем &, что 


В: =ЕН:РС. 


Определяют (фиг. 37) на циклоиде две точки, М и М, 
таким образом, чтобы дуге ММ соответствовала та же высота, 
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что и дуге ВЕ, но точка № лежит ниже точки В. Тогда 
падение вдоль ЛМ будет совершаться медленнее, чем паде- 
ние вдоль ВЁ (предложение ХХП). Но можно сделать раз- 
ницу во временах падения сколь угодно малой, выбрав точку 
достаточно близко к В. Сделаем разность во временах паде- 
ния меньше #&—&, тогда К —время падения вдоль ММЫ— 
будет удовлетворять неравенству 6 —Ь6 РАН: РС. 
Определим на круге такую точку С, чтобы 


В: =ЕН:РОЦ. 


Делим РС на п равных частей ЕР, РО..., таких, чтобы 
а ЕС 
высота каждой части, т. е. —— › была бы меньше высоты дуги 


циклоиды ВМ и одновременно меньше высоты дуги круга А. 
От С в направлении к Д наносим еще одну такую часть Сб 
и через все точки деления проводят линии, параллельные 
основанию до пересечения с прямой В в точках О, К ит. д. 
Через С также проводят параллельную линию, пересекающую 
Во в ©, циклоиду в Ги окружность в т. В точках 0, Г ит. д., 
в которых параллели пересекают окружность АН, проводят 
касательные к окружности, направленные вниз и до пересе- 
чения с ближайшей снизу параллелью, как ОА, ГУ, и т. д. 
Самая нижняя касательная к кругу в точке Н пересекает С® 
в точке Х. Строят также касательные в местах пересечения 
циклоиды с параллелями, направленные также вниз до пере- 
сечения со следующей снизу параллелью, как ЭЛ, ТЕ, ит. д., 
последняя ЕЮ пересекает линию (0 в точке КЮ. 

Так как отрезок Ре=РОС, т. е. равен высоте дуги ВЁ, и 
так как эта высота по построению = высоте ЛМ, то и отре- 
зок РС равен высоте ММ. Но параллель РО лежит выше 
точки ЛМ, следовательно, и прямая (©® и точка И на ней 
лежат выше точки М. Падение по ЮГ будет совершаться 
в более короткое время, чем падение вдоль М№М, совершаю- 
щееся во время & (по предложению ХХП). Время 9., в тече- 
ние которого тело пройдет отрезок касательной 5А с посто- 
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янной скоростью, приобретаемой при падении вдоль дуги В», 
короче, чем время падения вдоль дуги 5.Г, потому что ско- 
рость, приобретаемая при падении вдоль В.5, с которой 
проходится весь путь 5Л, при падении вдоль 57 достигается 
только в конце (по предложению УП). Кроме того, отрезок 
5А короче 5Г. Так же точно время В., в течение которого 
проходятся касательная Г= со скоростью, приобретаемой 
при падении по ВТ, также короче времени прохождения 
ускоренным движением дуги ГУ после падения через Г, 
ибо скорость, приобретаемая после падения вдоль ВТ, и 
с которой проходится весь путь Г, равна скорости при 
падении вдоль © У; но тело при падении по ГУ приобретает 
эту скорость только в самый последний момент, кроме того, 
путь ГЕ короче дуги ТУ, ит. д. 

Итак, если тело последовательно пробегает все отрезки 
касательных, каждый, со скоростью приобретаемой при паде- 
нии от точки В до точки касания данного отрезка касатель- 
ной, и если сложить все времена %., В.,..., то сумма будет 
меньше времени падения по дуге ЭГ. Сейчас мы, однако, 
покажем, что эта сумма должна быть вместе с тем и больше 
того же промежутка времени. 

Действительно, время %., в течение которого тело про- 
бегает 5А с постоянной скоростью, равной скорости, при- 
обретаемой при падении вдоль В,5, относится ко времени %. 
пробега пути ОК со скоростью 9., равной половине скорости, 
приобретаемой при падении 60, как отрезок касательной 
к кругу 0А=аз к отрезку на оси РО =а, (по предыдущему 
предложению). 

Так же точно время В., в течение которого проходится 
касательная Г со скоростью, приобретаемой при падении 
вдоль ВТ, относится ко времени В., в течение которого 
проходится путь Кф со скоростью 9, как касательная 
ГУ =; к отрезку оси ОП=,.. И так далее. Время, необхо- 
димое, чтобы пройти любую касательную к циклоиде, опре- 
деленную, как выше указано, с постоянной скоростью, равной 
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скорости, приобретаемой при падении вдоль дуги касатель- 
ной, от точки В до точки касания данной касательной, отно- 
сится ко времени пробега соответственного отрезка на В/ 
со скоростью ху, как длина касательной к окружности, взятая 
между теми же параллелями к соответственному отрезку 
на оси. 

Имеем, таким образом п пропорций: 


3 —_ 943. 88 63 . 
“: а4 В: 4 
здесь 
[5 
ИЕР, ==... ==; 
ЕС 
а =. =... =-—. 


Делим все пропорции на п и складываем. Это дает 
из + Ва... __ аз-нбз-... , 
Ь —— ЕС 
Теперь 
аз... >/8НЫ 


(по предложению ХХ), тем более 


СН < аз-нв.-+... 


Ранее мы имели соотношение 


6 = БЫ: ЕС. 
Отсюда 
НВ... >В. 


#, есть время падения вдоль ММ; время падения вдоль 5И 
короче, следовательно, тем более х. +В. +... больше вре- 
мени падения вдоль УИ. 
Мы опять пришли к противоречию, так как ранее мы 
вывели, что эта сумма меньше времени падения вдоль ЭЙ. 
Очевидно отношение времени падения по дуге циклоиды 
ВЕ ко времени пробега касательной В!1 с постоянной ско- 
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ростью, равной половине скорости, приобретаемой при паде- 
нии вдоль ВБ0, не может быть меньше отношения длины 
дуги ЕН к прямой ГО. 

Но равным образом было показано, что то же отноше- 
ние времен не может быть и больше отношения длины дуги 
ЕН к ГА. Поэтому эти отношения должны быть равны. 


н: = ЕН:РС, 


что и требовалось доказать. 


Предложение ХХУ 


Пусть тело падает по циклоиде с вертикальной осью 
и вершиной, обращенной вниз, начиная с некоторой точки 
на циклоиде, тозда время падения до вершины циклоиды 
вседа одно и то же, независимо от положения на ицикло- 
иде начальной точки движения; это время относится 
ко времени свободнозо падения вдоль всей оси ициклоиды, 
как длина полуокружности к диаметру ее. 

Пусть (фиг. 38) АВС — циклоида с вертикальной осью 
АР и вершиной А. Из любой точки циклоиды, например 
из В, падает тело только под влиянием тяжести по дуге АВ 
или по поверхности, так же изогнутой. Я утверждаю, что 
Г, время падения по этой кривой до точки 2, относится 
к Т., времени падения по ОДА, как длина полуокружности 
к ее диаметру. 

Если это будет доказано, то тем самым будет показано, 
что времена падения по произвольным дугам циклоиды, 
кончающимся в 2, но начинающимся от любой точки цикло- 
иды, равны между собой. 

Строим полуокружность на ДА как диаметре; через В 
проводим линию, параллельную основанию циклоиды, — она 
пересекает ось в точке Ёи окружность в точке Ё. Соеди- 
няем А с А и проводим через В линию ВС, параллельную ДА. 
Наконец, строим полуокружность на АГ, как на диаметре..- 
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Тогда по предыдущему предложению Г;, время падения 
вдоль ВА, относится к Г., времени пробега телом расстоя- 
ния ВС со скоростью 9,, равной половине скорости, при- 
обретаемой при падении по ВС, как длина полуокружности 
ЕНА к прямой ГА. Но время, в течение которого тело про- 

ходит ВС с постоянной 


2 Г скоростью 9, как раз рав- 


но времени, в течение ко- 
торого тело падает по 
тому же ВС или по ЕА, 
так как ЕЛ равно и па- 
раллельно ВС. Но время 
падения по АА равно вре- 
р й мени /.› падения по оси ДА 
(по теореме УТ „Ускорен- 
Фиг. 38. ного движения’ Гали- 

лея).35 

Поэтому и время Г, падения по дуге циклоиды ВА отно- 
сится ко времени 7. падения по оси ГА, как длина полу- 
окружности, построенной на РА как ‘диаметре, к длине ее 
диаметра. 

Если начертить всю циклоиду, то тело после падения 
вдоль ВА будет продолжать свое движение и подымется по 
другую сторону на дугу, равную дуге ВЛ (по предложению [Х). 
Для этого потребуется столько же времени, как и для паде- 
ния вдоль ВА (по предложению Х[), потом тело через 2 
вернется в В, и время, потребное для каждого из таких 
колебаний, независимо от того, проходятся ли большие или 
малые дуги циклоиды, всегда будет относиться ко времени 
падения вдоль оси ОА, как длина целой окружности к ее 
диаметру. 


Предложение ХХУ] 


Повторяем построение предыдущего предложения и при- 
бавляем еше одну зоризонтальную линию, которая пересе- 
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кает циклоиду в Ги полукру" ЕНА в Н. Гозда время Т 
падения вдоль #1! относится ко времени Т’, в течение 
которозо тело, после падения вдоль В[ проходит ду ГА, 
как ду крупа ЕН к дбе крла НА. 

Пусть /7/ пересекает касательную ВС в точке К и ось ДА 
в точке /,, тогда Ё, время падения вдоль дуги ВА, отно- 
сится к &, времени прохождения ВС со скоростью х., равной 
половине скорости, приобретаемой при падении вдоль ВС, 
как дуга ЕНА к прямой РА (по предложению ХХГ\/): 


= РЕНА: РА. 
Но время Ё&, в течение которого проходится ВС со ско- 


ростью ч., относится ко времени #5, в течение которого про- 
ходится ВБК, с той же скоростью, как длины путей. 


к: =ВС: ВК. 


Отсюда 
= А: АД. 


Наконец, время Ё. относится ко времени 7 падения вдоль 


ВТ как ВР к < #Ы. 
в: 7==АД:РН. 


Перемножение трех пропорций дает: 


Е: Г==АЫА:РЫ. 


Вычитаем единицу с каждой стороны 


((— Г): ТГ=Г:Г= НА: ЕН, 


или окончательно 


Г: Г = АН: НА, 


что и требовалось доказать. 
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ТРЕТЬЯ ЧАСТЬ „МАЯТНИКОВЫХ ЧАСОВ“ 


О развертке и измерении кривых 


Определения 


] 


Кривая называется изознутой в одну сторону, если все 
ее касательные касаются ее с одной и той же стороны. 
Если у кривой есть прямолинейные части, то эти части, 
будучи продолжены, сами рассматриваются как касатель- 
ные. 


П 


Если две кривые этозо рода исходят из той же точки 
и если выпуклость одной обрашена к вознутости друлой, 
как у кривых АВС и АРЕ (фи. 39), то обе они назы- 
ваются „вознутыми“ в ту же сторону. 


Ш 


Представим себе, что кривая, изознутая в одну сто- 
рону, обвернута ниткой или зибкой линией. Если, закрепив 
один конеи нитки на кривой, удалять от нее друюй 
конец таким образом, чтобы свободная часть нити была бы 
всеада натянута, то свободный конец нити, очевидно, 
опишет новую кривую; назовем эту кривую эвольвен- 


той." 
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ГУ 


А ту кривую, вокруз которой обвернута лента, назо- 
вем эволютой. На предшествующей физшре (фиат. 39) АВС — 
зволюта, АРЕ — эвольвента от АВС. Козда конец нити 


переместится из точки А в точку О, часть нити ПОВ 
будет тузо натянута, а часть ВС будет еше лежать на 
кривой. Очевидно, прямая ОВ касается эволюты в точке В. 


Предложение |[ 


Каждая касательная к эволюте пересекает эвольвенту 
под прямым узлом. 


Пусть (фиг. 40) АВ — эволюта, АН— ее эвольвента. Пря- 
мая "ОС касается эволюты в точке Ди пересекает эволь- 


Ё 


Фиг. 39. Фиг. 40. 


венту в точке С. Я утверждаю, что пересечение происходит 
под прямым углом, т. е. что перпендикуляр к СД в точке С 
есть касательная к эвольвенте АН. Так как прямая ОС 
касается эволюты в точке 1), то она, очевидно, представляет 
положение нити в момент, когда конец нити находится в С. 
Если мы докажем, что нить при описании всей кривой АН 
встречает прямую СЁ только в точке С, то мы одновременно 
докажем, что СЁ касается кривой АСН именно в точке С. 


6* 


84 Х. Гюйзенс 


Берем на АС еще одну точку Н, отличную от С и более 
отдаленную от начальной точки развертки, чем С. Пусть 
нить в момент, когда конец ее находится в Я, имеет 
положение ВСН; при этом свободная часть нити есть НОС, 
тогда прямая НС касается эволюты АВ в точке С. Пока 
конец кривой описывает дугу СН, нить сматывается с дуги ОС. 
Продолжение прямой СО пересе- 
кает прямую НС в точке Ё. Линия 
НС пересекает в точке Ё прямую 
СЕ, тогда ОРГ-н РС > ОО, безраз- 
лично, будет ли ОС прямая или 
кривая линия. Прибавим к обеим 
частям неравенства прямую линию 
СР, получаем: 


СЕ-- ЕС Ср-оС. 
Но Ср -- РС =НС по построению. 


Вычтем из обеих частей прямую С, 
Фиг. 41. это дает СЕ НЕ. Вместе с тем 
ГЕ`> ГС, так как в треугольнике 
ЕСЕ угол С — прямой, следовательно, тем более РЁ > 2Н, 
т. е. Е лежит вне эвольвенты. Следовательно, нить не 
встречает прямой СЁ по другую сторону от С, считая 
от начала развертки. Предположим теперь (фиг. 41), 
точка Н расположена ближе к начальной точке А, чем 
точка С. НС дает положение нити в момент, когда конец 
ее находится в Н. Проводим прямые ОС и РН. Пусть 
линия ОН встречает прямую СЁ в точке Ё. Очевидно, пря- 
мая С не лежит на продолжении Но, но образуется 
треугольник ОСН. В этом случае прямая или меньше дуги 
ЛКС, или же равна ей, если эта часть эволюты — прямая 


линия. Имеем 


| 
| 
х 


рас <-.рОкКСО. 


Прибавляем с каждой стороны неравенства по СЛ: 


ра-снН< Кс -— СН, 
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и, следовательно, 
ра-—-аН< ОС, 
но 
рнН< Ра-- СН, 


следовательно, 


рН < БС. 


С другой стороны, ОС < РЕ, так как в треугольнике ДСЁЕ 
угол С прямой, следовательно, тем более ОДН< РЕ. Итак, 
точка Н лежит внутри угла ОСЁЕ. Отсюда следует, что и 
между Ди С нить не достигает прямой СА. Следовательно, 
прямая СЁ касается эвольвенты АС в точке С, а отсюда 
далее следует, что прямая ОС, к которой СЁ перпендику- 
лярна, пересекает кривую под прямым углом, что и требо- 
валось доказать. | 

Одновременно отсюда следует, что кривая АНС изо- 
гнута в одну сторону и притом вогнута в ту же сторону, что 
и кривая АСВ, эвольвентой которой она является; ибо все 
касательные к АНС лежат вне площади ОСАНС, а все 
касательные к кривой АСШО лежат внутри этой площади, 
т. е. вогнутость кривой АЫС обращена к выпуклости кри- 


вой АСЛ. 


Предложение П 


Дана дуза кривой, ораниченная двумя точками. Кри- 
вая изознута в одну сторону (фит. 42}. Делим кривую на 
большое число частей. К каждой части проводим хорду 
в каждой точке деления и в одной конечной точке прово- 
лим касательные к кривой, как АМ, ВО, СР, и в каждой 
точке деления и в одной конечной точке строим нормали, 
т. е. перпендикуляры к касательной, как ВМ, СО, ПР. 
Каждую касательную проводят от точки касания до 
точки пересечения со следующей нормалью. Составляем 
для всех частей отношения хорды к последующей нормзли, 


как АВ: ВМ ВС:СО, СО:РР, ит. д. 
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Я утверждаю, что каждое из этих отношений может 
быть сделано больше любозо произвольно заданнозо отно- 
шения, лишь бы число делений дузи было достаточно 


велико. 


ЕЕ 
Дано отношение =; . Откладываем отрезки ЕР и РС на 


Фиг. 42. 


стороны прямого угла Аи 
проводим прямую СЕН. 
Пусть части, на которые 
разделена дуга, так малы, 
что касательные, построен- 
ные в двух соседних точках 
деления, образуют между 
собой угол, который боль- 
ше, чем угол РЕН, т. е. 
каждый из углов АКВ, 
ВЕС, СМЬО больше угла 


РЕН. Возможность такого 


деления очевидна и не нуждается в доказательстве. 
Я утверждаю, что при соблюдении этого условия каждое 


АВ ВС СР 


из отношений ВМ’ СО’ р больше, чем а . 
Из неравенства 2 АКВ >> д НЕЕ следует, что угол №КВ, 


дополнение угла АКВ, меньше, чем угол СЕР. 


д МКВ< 2 СЕЁР. 


Так как треугольники КВМ№и ЕЁРС прямоугольны, то 


ЕЕ 38 


КВ 
ВМ > РС 


Но АВ ЕВ, так как в треугольнике АКВ угол К тупой; 
действительно, он больше угла НЁЛ, который по построению 


тупой. 
Поэтому 


АВ 
вм > 


КВ 
ВМ ? 


В 
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тем более 
АВ ЕЕ 
ВМ > ЕС ^ 
Так же точно можно доказать, что каждое из отнощений 
ВС „ СВ 6 ЕЕ. Та бразом, тео 
со И ТР больше отношения ким образом, рема 


доказана. 
Предложение Ш 
Две кривые, изознутые в одну сторону, вознутые в ту 


же сторону и исходящие из одной точки, не моцут обла- 
дать одновременно тем свойством, чтобы каждая кривая, 


Фиг. 43. 


пересекающая одну кривую под прямым узлом, пересекала бы 
также и вторую под прямым узлом. 

Допустим, что (фиг. 43) АСЕ и АСК — кривые, обла- 
дающие этим свойством. Их общая начальная точка А. 
Берем на внешней кривой произвольную точку К и прово- 
дим через эту точку прямую, пересекающую АСК под пря- 
мым углом. Тогда эта прямая должна пересечь кривую АСЕ 
в точке Ё под прямым углом. 

Возьмем прямую (©, которая длиннее дуги КСА. Затем, 
как указано в предыдущей теореме, разделим дугу КСА 
в точках Н, С, Е на столько частей, чтобы отношение 
каждой из хорд КАЛ, На, СЕ, КА к последующей нормали 
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НМ, СМ, ЕО, АР было бы больше отношения О к КА. 
Тогда и отношение суммы всех хорд к сумме всех нормалей 
будет больше, чем О:КЕ. 

Продолжим все нормали, пока они встретят вторую кри- 
вую АСЁ в точках О, С, В и притом, согласно предполо- 
жению, под прямым углом к кривой. Тогда КЁ< МР. Дей- 
ствительно, если мы в точке Ё восставим перпендикуляр 
ЕЁ к КЁ, то это будет касательная к АСЕ и, согласно 
предположению, она пересечет 27) между Ди М. 

Тогда КЁ как кратчайшее соединение между параллелями 
ЕТ, и КМ короче МЕ, и тем более короче МО. Так же можно. 
показать, что Нр< М№С, СС < ОВ и ЕВ < РА. 

Из РА>ЕВ следует РА-- ОР ОВ. Так же точно из 
ОВ`> СС следует ОВ -- МС > МС. Но так как РА + ОР 
`> ОВ, то тем более РА + ОЕ-н МС > МС. Далее, из МС НД: 
следует С + МН > МР. Заменяем МС суммой РО + ОР 


-+- МС, которая больше №С, тогда тем более 


РА - ОР-н Ма -- МН >> МБ. 


Так как МО КЁ, то 
РА ОЕ-- №МС - МН КЕ. 


Но по нашему предположению 
АР РС + СН НК ©. 
РА ОЕ- АМС -- МН КЕ 
С тем большим основанием 


АЕ-- Е - СН -- НК _@_ 
КЕ > Е’ 


АР- Ра -- СН НКЪ О, 
а между тем 


О>-АСА. 
Выходит, что сумма хорд АЕ РС -+ СН - НК „АСК, 


что невозможно, так как каждая хорда меньше соответ- 
ствующей ей дуги, т. е. наше предположение неверно. 
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Следовательно, не может существовать двух кривых, 
обладающих указанным выше свойством, что и требовалось. 
доказать. 


Предложение [\ 


Если две кривые, изянутые в одну сторону и вознутые 
в ту же сторону, исходят из той же точки и если все 
касательные к одной пересекают друцшю под прямым тлом, 
то эта вторая является эвольвентой первой, начинаю- 
щейся, с обшей точки. 

Пусть (фиг. 44) АВС и АДЕ— две кривые, изогнутые 
в одну сторону и вогнутые в ту же сторону, имеющие общую 
точку АД и такие, что все 
линии, касательные к АВС, 
напр. ВД, СЁ, пересекают 
АДЕ под прямым углом. 

Тогда я утверждаю, что 
АДЕ образуется путем раз- 
вертки АВС, начиная с точ- 
ки 2. Допустим, что при 
развертывании появляется 
другая кривая, АРС. Тогда 
по предложению [| каждая 
касательная к кривой АВС, 
напр. ВО, СЁ, пересекает 
АЕС под ‘прямым углом. Точки пересечения пусть будут К 
и С. Но те же касательные, по нашему предположению, 
пересекают под прямым углом кривую АДЁ. Следовательно, 
АРЁЕи АЕС — две кривые, исходящие из одной точки, изо- 
гнутые в одну сторону и вогнутые в ту же сторону и обе 
одновременно пересекаемые под прямым углом линиями, 
касательными к АВС; обе кривые вогнуты в ту же сторону, 
так как они обе вогнуты в ту же сторону, что и АВС. Для 
АДРЕ— зто условие предложения, для АРС — это следует из 
предложения |. Но по предложению Ш не может быть двух 


Фиг. 44. 
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кривых, вогнутых в ту же сторону, исходящих из одной 
точки и одновременно пересекаемых под прямым углом 
одними и теми же прямыми. Следовательно, сама линия АДЁ 
есть эвольвента АВС, что и требовалось доказать. 


Предложение У 


Если провести касательную к циклоиде в ее вершине 
и на этой касательной как на основании построить новую 
циклоиду, подобную и равную первой и имеюшую свое на- 
чало в вершине первой, то каждая касательная к первой 
циклоиде пересекает вторую под прямым тлом. 


м Е 


( 
Фиг. 45. 


Пусть (фиг. 45) прямая ДС касается циклоиды АВС 
в вершине Д; на ДС как на основании построена новая ци- 
клоида ДЕР, подобная и равная первой. Ёе вершина в точке /. 
Прямая ВК касается циклоиды в точке ВБ. Я утверждаю, 
что продолжение ВК пересекает циклоиду АЁЕЁ под прямым 
углом. 

Строим над АД образующий круг АНРЬ. Проводим 
через В линию БН, параллельную основанию и пересекающую 
круг в точке Н. Соединяем Ни А. Тогда ВК параллельна 
АН (по предложению ХУ второй части). Следовательно, АКВН 
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есть параллелограмм, отсюда АК = НВ и, следовательно 
(по предложению ХУ второй части), АК = АН. Затем опи- 
сываем круг КЕМ, равный образующему кругу АНД, касаю- 
щийся основания АН в точке К и пересекающий продолжение 
прямой ВК в точке ЕЁ. Так как АН параллельно ВКЁ, то 
с ЕКА =: д КАН. Следовательно, продолжение прямой ВК 
вырезает из круга КМ дугу той же длины, как и дуга, выре- 
заемая прямой АН из круга АН. 


_^КЁ=у.АН = НВ = КА. 


Отсюда, по свойству циклоиды, следует, что в то время 
как образующий круг А/М касался основания в К, точка, описы- 
вающая циклоиду, была в Ё. Поэтому прямая КЁ пересекает 
циклоиду в Ё под прямым углом (по предложению ХУ вто- 
рой части). Но КЁ есть продолжение ВК. Следовательно, 
касательная ВК пересекает циклоиду АЁЕГ под прямым 
углом, что и требовалось доказать. 


Предложение \1] 


Если развертывать полуциклоиду, начиная с вершины, 
то опять получается полуциклоида, равная и подобная 
эволюте и имеюшая основанием прямую, касательную 
к эволюте в ее вершине. 

Пусть (фиг. 45) АВС — полуциклоида. Над ней построена 
другая полуциклоида, ДЕР, подобная и равная АВС, как 
в предыдущей теореме. Я утверждаю следующее. Если поло- 
жить нить вокруг полуциклоиды АВС и начать сматывание 
ее с вершины циклоиды 4, то конец нити опишет полуци- 
клоиду АЁР. Действительно, обе полуциклоиды изогнуты 
в одну сторону, вогнуты в ту же сторону и все касательные 
к АВС пересекают АЁЁ под прямым углом. Отсюда следует, 
что полуциклоида АЁР образована из АВС путем развер- 
тывания (предложение 1\). 

Начертим еще полуциклоиду СМ, симметричную полуци- 
клоиде АВС относительно СС. Если тогда сматывать нить 
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с С.\, начиная с точки №, или наматывать на СМ нить, на- 
чиная с положения СА, то в обоих случаях конец нити опи- 
шет полуциклоиду Р^Л/ образующую вместе с полуциклоидой 
АЕ полную циклоиду АР“. 

Отсюда и из предложения ХХ\У о падении весомых тел 
следует правильность того, что при изложении устройства 
часов сказано о равномерном ходе маятника. Если маятник 
висит между двумя шеками, имеющими форму циклоид, то 
он, очевидно, будет описывать дугу циклоиды и, следова- 
тельно, его колебания независимо от величины амплитуды 
будут совершаться в одинаковые времена. Ибо все равно, 
будет ли тело двигаться по поверхности, имеющей кривизну 
циклоиды, или же будет описывать циклоиду по воздуху, 
так как в обоих случаях у тела во всех точках та же сво- 
бода, и та же наклонность к движению. 


Предложение \П 


Длина ииклоиды равна учетверенной длине оси или диа- 
метра образующего круга. Обращаемся к предыдущей фиг. 45. 

Когда нить смотана с полуциклоиды АВС, она вытяги- 
вается на длину СЁ, равную двум диаметрам образующего. 
круга, так как обе циклоиды имеют равные длины осей или 
диаметров. Длина полуциклоиды равна длине нити. Следо- 
вательно, длина такой циклоиды равна четырем диаметрам 
образующего круга. 

Далее, так как касательная ВЁ представляет смотанную 
часть нити, которая раньше окружала дугу АБ, то, очевидно, 
длина ВЁ равна длине дуги АВ. Но ВЕ-—вадвое длиннее, 
чем ВК или АН, так как КЕ = АН, как показано в предло- 
жении У. Следовательно, длина дуги циклоиды АВ вдвое 
длиннее, чем АН или ВК, причем линия ВЯ параллельна 
основанию циклоиды. При этом точка В может занимать 
любое место на циклоиде. Длину циклоиды первым нашел, 
однако совсем другим путем, выдающийся английский мате- 
матик Христофор Рен. Он дал изящное доказательство. 
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своих выводов, помещенное в книге знаменитейшего Джона 
Уоллиса о циклоиде.? Еще много других прекрасных теорем 
относительно этой кривой найдено современными математи- 
ками. Главным побуждением к нахождению этих теорем были 
задачи, поставленные французом Блэзом Паскалем, отличив- 
шимся в этих изысканиях.‘ Паскаль, разбирая свои работы 
и работы других ученых, утверждает, что Мерсенн первый рас- 
сматривал эту кривую, Роберваль первый определил касатель- 
ные к ней, измерял плоскости и объемы, ею ограниченные и 
определял центры тяжести поверхностей, ограниченных этой 
кривой или частями этой кривой. Рен дал выпрямление этой кри- 
вой, а я первый промерил площадь той части циклоиды, которая 
получается, если отсчитать '„ часть оси от вершины и про- 
вести параллель основанию. Эта часть составляет половину 
площади правильного шеетиугольника, вписанного в обра- 
зующий круг. Сам Паскаль определил центры тяжести по- 
верхностей и тел, получающихся при вращении циклоиды 
вокруг оси или основания или частей этих тел. Так же точно 
он нашел центр тяжести самой кривой, правда, использовав 
найденное Реном выражение, а также размеры кривых поверх- 
ностей, ограничивающих указанные тела и их части. Так же 
точно он приписывает себе определение длин дуг удлинен- 
ных или укороченных циклоид, т. е. тех кривых, которые 
при качении круга образуются точкой, лежащей вне или 
внутри образующего круга. Соответственные доказательства 
опубликованы Паскалем. После того Уоллис напечатал свои 
тончайшие рассуждения о Циклоиде и утверждает, что он 
нашел свои теоремы вполне самостоятельно и решил задачи, 
предложенные Паскалем. То же самое утверждает о себе 
ученый Лалубер. О том, какая заслуга и кому из назван- 
ных лиц принадлежит, пусть судят ученые по самим работам." 
Я же привел все вышеизложенное потому, что не считал 
возможным обойти молчанием столь выдающиеся ‘открытия. 
Благодаря им циклоида исследована точнее_и основательнее 
всех других кривых. 
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Что касается моего метода исследования циклоиды, То я 
испытал его и на других кривых. К этим своим исследо- 
ваниям я теперь и перехожу. 


Предложение УШ 


Найти эволюту параболы. 

Пусть АВ (фиг. 46) — полукубическая парабола {с осью 
АР и вершиной в точке А. Она обладает следующим свой- 
ством. Ёсли из произвольно 
взятой точки ВБ на полуку- 
бической пораболе опустить 
перпендикуляр ВЛ на ось 
АР, то куб АР равен объ- 
ему прямоугольного парал- 
лелепипеда, основание ко- 
торого есть квадрат со сто- 
роной, равной БО, а вы- 
сота равна длине определен- 
ного отрезка М (на фиг. 46). 
Назовем длину отрззка М 
Фиг. 46. буквой 9 


Эта кривая давно известиа математикам. Продолжим ось АД 
8 
на длину АЁ == -- 49. Натянем нить вдоль ВАЁ и затем начнем 


сматывать ее, начиная с Ё. Я утверждаю, что конец нити 
опишет параболу ЁЁ с осью ЕАС и вершиной в Ё и полу- 
параметром ЁА. Проводим через произвольную точку В 
полукубической параболы АВ касательную, которая пересе- 
чет ось ординат в точке С. Из С проводим прямую СР, 
пересекающую параболу ЕР под прямым углом. Перпенди- 
куляр к СЁ в точке А, т. е. линия РН, будет касательной 
к параболе ЕЛ. Опускаем из точки А перпендикуляр на ось 
ЕАС, он пересечет ось в точке К. 


Ка =ЕА.* 
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Если прибавить или вычесть с двух сторон равенства 


по АК, то получается ЕК = АЦ. 
Но Аб=У АД, так как ВС — касательная к полукуби- 


ческой пораболе в точке ВБ. Это равенство легко вывести 
из свойств полукубической пораболы.** Следовательно, 


ЕК=- АР. 


Отсюда длина КН, которая по свойствам обыкновенной 


2 
параболы вдвое длиннее КЁ, равняется з 42.® 


2 
КН=- АР. 
Следовательно, 


8 8 
КН®=-у . АР*== т 480% = АЕ. В». 


Отсюда выводим 
Вр? _КН _ КН 
КН? `` АЕ” КС ? 


но АН=+ АР, т. е. КН==СР. 


Подставляем в предыдущее выражение 


вр? _ НК 

<02 `` КС‘ 
С другой стороны, 

НК _ ЕК 48 


КС `` КС? ` 
Таким образом, 
ВР? _ ЕК? 
СО?” КС?’ 
Вр _ ЕК 
Ср КС‘ 


Отсюда следует, что ВЕС — прямая линия, СЁ пересе- 
кает параболу под прямым углом, следовательно, и ВС, 
касательная полукубической параболы, пересекает параболу 
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под прямым углом. Таким образом, по предложению [У уста- 
новлено, что при развертывании кривой ЕАВ от точки Ё 
описывается парабола, что и требовалось доказать. 


Предложение 1Х 


Начертить прямую линию, равную длине данной дузи 
полукубической пораболы. 

Построение следует из предыдущей теоремы, причем 
парабола ЕР`(фиг. 46) для построения не требуется. Пусть АВ 
(фиг. 47) данная дуга полукубической параболы. Строим 
касательную в точке В, которая встретит ось в С. Эту каса- 
тельную находим так: опускаем на АД перпендикуляр из В 


1 
и откладываем от А отрезок АС =--АД. Затем отклады- 


[ 
ваем от А линию АЁ— 5-49, где д— М и есть параметр 


полукубической параболы. 

Из Ё проводят линию, парал- 

м лельную ВС, и через А ли- 
нию, параллельную ВО. Эти 
линии пересекаются в Ф. 
Длина дуги АВ равна 
ВС-н МЕ, где № — избы- 
ток ЕР над ДЁ, т. е. 


-АВ=ВС + ЕЕ— АЕ. 


й: Е 


©> 


Фиг. 47. Доказательство этого 


ясно из предыдущего.*" 

И здесь я пришел к кривой, длина которой уже была 
измерена до меня. Это та самая кривая, которую Иоганн 
ван Жеурат из Гарлема выпрямил в 1659 г. Его доказатель- 
ство включено в вышедшую в том же году геометрию 
Декарта и стоит там после примечаний Яна ван Схоутена.*` 

Итак, Хеурат первый — выпрямивший математически 
о„ределенную кривую. Только Рен приблизительно в то же 
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время выпрямил дугу циклоиды со столь же изящным дока- 
зательством. 

Я знаю, что после обнародования открытия Хеурата 
высокоученый Уоллис в своей книге о циссоиде приписал 
честь первого открытия своему соотечественнику Вильяму 
Нейлю. Но, по моему мнению, Нейль, правда, лишь немного 
отстал от Хеурата, но все же не вполне достиг его резуль- 
татов. Из его доказательства, приведенного у Уоллиса, вовсе 
не видно, с какой давно известной кривой совпадает выпрям- 
ленная им дуга. Если бы он это знал, то уже наверное либо 
он, либо какой-нибудь другой математик от его имени сооб- 
щил бы математикам об этом важном открытии, несомненно 
заслуживающим возгласа Архимеда „эврика“. Фермат, тулуз- 
ский городской советник и выдающийся математик, также 
дал самостоятельное доказательство этого открытия, но его 
доказательство появилось только в 1660 г. и, следовательно, 


значительно позднее.5° 


Так как я как раз разбираю этот вопрос, то да будет 
мне позволено указать, чем я сам содействовал столь важ- 
ному открытию. Я подготовил путь Хеурату и до него и, 
таким образом, первый свел выпрямление параболы на 
квадратуру гиперболы, что составляет часть открытия Хеу- 
рата." Именно я в конце 1657 г. сделал одновременно два 
открытия: выпрямление параболы, о котором я только что 
говорил, и сведение поверхности параболоида к кругу. 

Я сообщил ван Схоутену и некоторым другим друзьям 
в письмах, что нашел две совсем новые теоремы о параболе, 
из которых одна касается сведения поверхности параболоида 
к кругу. Это письмо ван Схоутен сообщил Хеурату, с кото- 
рым он тогда общался, и этот остроумный человек легко 
догадался, что выпрямление параболы сродни планификации 
параболоида. Исходя из этого, он, наконец, дошел и до вы- 
прямления других выпрямляемых параболоидальных кривых. 

Я хотел бы еще присоединить несколько соображений 
о планификации параболоида, высказанных мне в письме 
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знаменитейшего мужа, которого надо считать одним из самых 
выдающихся математиков нашего времени, а именно, Франсуа 
де Слюза, с тем, чтобы прекратить требования новых дока- 
зательств. Слюз поздравляет меня с открытием. Далее в том 
же письме от 24 декабря 1657 г. Слюз пишет: „Я хочу 
присоединить два замечания. Во-первых, ...Во-вторых, то, 
что я все эти кривые и зеометрические места считаю за 
ничто по сравнению с твоим открытием, что поверхность 
параболоида имеет определенное соотношение с е?0 основ- 
ным кругом. Этот вывод, самый прекрасный после квадра- 
туры крупа, я иеню значительно выше всех построений, 
которые я вывел в немалом количестве из представления 
о теометрическом месте и которые, если ты пожелаешь, 
я сообшу тебе при случае“. В следующем году я, однако, 
нашел, что поверхности гиперболоидов и эллипсоидов также 
сводятся к кругам и сообщил решение этих задач, правда 
без вывода, нескольким математикам, с которыми тогда 
переписывался, между прочим, французу Паскалю и англи- 
чанину Уоллису. Этот последний вскоре после этого опу- 
бликовал собственные соображения, относящиеся к этим зада- 
чам, вместе со многими другими тонкими исследованиями, и 
тем побудил меня отказаться от продолжения работы над 
моими доказательствами. Так как я все же считаю свои 
построения изящными и Так как они пока не опубликованы, 
то я хочу присоединить их сюда. 

Начертить круе, плошадь которото равна кривой поверх- 
ности пораболоида. 

Пусть (фиг. 48) АВС — осевое сечение параболоида, 
ВРЪ— ось, В — вершина; АС — диаметр основного круга; 
требуется найти круг, площадь которого равна площади кри- 
вой поверхности параболоида. 

Продолжаем ось ВО до Ё, причем ВЕ==ВО, соединяем 
точки Ёи ЛД; эта линия ЕД есть касательная к параболе 
в точке А. Затем делим АЛ в точке С таким образом, что 


АС: Ср=ЕА: АР. 
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1 
Чертим отрезок Н = АЁ-+ ОС, отрезок Г, равный = АС, 


и строим ХК — среднюю пропорциональную к Н и [; тогда 
Х есть радиус искомого круга. 
Напр., если АЁ==2АД, то отношение кривой поверхности 


1 
параболоида к основному кругу =, если ДЁЕ=ЗАД, то 


дробь будет =>, если АЁ=4АД, то и, и вообще будет 


всегда получаться целочисленное отношение, если между 
АЁЕ и АД существует такое отношение.“ 
Построить круз, плошадь которозо равна плошади удли- 
неннозо эллипсоида. 


и © 


Ср С 
Фиг. 48. Фиг. 49. 


Пусть (фиг. 49) АВр— ось удлиненного эллипсоида, 
С—его центр, АДВЕЁ— осевое сечение, ДЁ — малая ось, 
Е— один из фокусов, тогда ОЕ=СВ. Соединяем ДОс Е 
и проводим через В линию СВ, параллельную ОР. Около 
С как около центра описываем дугу круга радиуса СВ}; она 
пересечет СЁ в Н. Находим К, где К — средняя пропорцио-. 
нальная между полуосью СР и суммой дуги АНВ и диа- 
метра Е. Прямая К — радиус искомого круга, площадь 
которого равна площади кривой поверхности эллипсоида.5° 

Построить криз, плошадь которото равна поверхности 
широкото или сплюснутоо эллипсоида. 


7 * 
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Пусть (фиг. 50) АВ — ось сплюснутого эллипсоида АЕВО 
и С— центр его, АЕВШ — осевое сечение эллипсоида, Ё`— 
его фокус. Делят СЁ пополам в точке С и через точки А, 
В, С проводят параболу с вершиной в С и основанием АВ. 
Находят Н-— среднюю пропорциональную между ДЁ и дли- 
ной дуги параболы АСВ. Длина Н и будет радиусом круга, 
площадь которого равна площади поверхности рассматри- 
ваемого эллипсоида.58 

Начертить круз, плошадь котороло равна кривой поверх- 
ности зиперболоида." 

Пусть дан гиперболоид; Е 


{фиг. 51) АВр—его ось, 


А 
А 
2 С Е 
В 
Г м г | р 
Фиг. 50. Фиг. 51. 


САР— гипербола, получающаяся при осевом сечении гипер- 
болоида; ЕА — главная ось гиперболы, Ё’— центр ее, АС — 
касательная к гиперболе в вершине, причем ДС = параметру 
гиперболы. 


1 
Отложим на оси длину АН==-- АС и затем РК так, чтобы 


НЕ _ АР 
АЕ” ЕК * 

Затем строим вторую гиперболу КЕМ с вершиной в К 

и той же осью и тем же центром в Л, как гипербола САД. 

Пусть отношение главных осей новой и старой гипербол 

обратно отношению соответственных параметров. Пусть новая 

гипербола пересекает продолжение ВС в М и продолжение 
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АС в Д. Тогда кривая поверхность гиперболы относится 
к площади круга основания с диаметром СДО, как площадь 
АЁГМВ (ограниченная тремя прямыми и дугой гиперболы) 


к >. ВС®. 


Отсюда легко вывести дальнейшее построение, предпо- 
ложив известной квадратуру гиперболы. 

Итак, поверхность пара- ; 
болоида может быть сведена в М 
к поверхности круга так же, 
как это по известным теоре- $5 
мам геометрии делается для 
‚поверхности шара. Для по- 
лучения того же результата 
для Удлиненного эллипсои- 
да надо предположить из- 
вестным выпрямление дуги 
круга; для планификации Фиг. 52. 
сплюснутого эллипсоида, а 
также гиперболоида надо считать известной квадратуру ги- 
перболы, ибо выпрямление параболы, которое мы приме- 
нили У эллипсоида указанного типа, может быть сведено, 
как я вскоре покажу, к квадратуре гиперболы. 

Однако заслуживает упоминания мое открытие, что можно, 
без предположения знания квадратуры гиперболы, построить 
круг, площадь которого равна сумме площадей сплюснутого 
эллипсоида и гиперболоида. 


Именно, если дан любой сплюснутый эллипсоид, то можно 
построить такой гиперболоид, и обратно, если дан гипербо- 
лоид, то можно построить такой сплюснутый эллипсоид, 
что сумма обеих поверхностей равна кругу. Достаточно 
будет привести один пример, самый простой из всех возмож- 
НЫХ. 

Дан сплюснутый эллипсоид (фиг. 52) 5/— его ось, 
а эллипс 57К/— его осевое сечение, О-— центр эллипса, 
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ГК — его большая ось. Пусть эллипс так выбран, что боль- 
шая ось относится к параметру, как отрезок, разделенный 
в крайнем и среднем отношении к своей большей части. 


Чертим ВС =5О\У2 и ВА=ОК\У2, строим точки РГ и 


ВС ВА ВЕ 
Е так, чтобы ва == ВЕ = рЕ И делаем ЕР=Е3А. 


Затем строят гиперболоид ОЕМ№ с осью ЁР. Пусть его 
главная полуось равна В, полупараметр равен ВС. Кривая 
поверхность гиперболоида и поверхность эллипсоида вместе 
равны поверхности шара радиуса МС, такого, что 


МЕ? = ТК? + 2512.5 
Найти прямую, равную данной дуге параболы. 
Пусть (фиг. 53) АВС — дуга параболы, ВК— ее ось, 


АС — ее основание, перпендикулярное к оси. 'Требуется 
выпрямить дугу АВС. 


7 
6 
Е 
| № 
р (й 
А И 6] | Н Е 
Фиг. 53. 


В точке А строим к параболе касательную АС; она пере- 
секает ось в точке (С. 

Чертим /Н==АС. Откладываем на /Н длину [Е = АК. 
Строим гиперболу ДЕР с вершиной в Ё и центром в Г. 
Величина параметра произвольная. ЁН — ось гиперболы, О 
и //— точки, в которых перпендикуляр, восставленный в Я, 
пересекает гиперболу. 
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На основании ОЕ’ строим прямоугольник ДРОР, равнове- 
ликий с площадью ДЕР. Пусть РО пересекает ось ЕЛ в К, 
тогда отрезок А/ равен длине дуги АВ, т. е. составляет 
половину дуги АВС.” 

Отсюда следует, что выпрямление параболы сводится 
к квадратуре гиперболы, и наоборот. 

Все задачи, сводящиеся к одной из этих двух, можно 
численно решать с любой точностью при помощи удивитель- 
ного открытия логарифмов. Дей- 
ствительно, мною было найдено, что 
квадратура гиперболы может быть 
выполнена численно с любой точ- 
ностью. Метод решения следующий. 

Пусть (фиг. 54) РАВ — дуга ги- 


перболы; С5 и СИ ассимптоты 


гиперболы, ДЁ и ВИ— линии, парал- , 
лельные $С. Образуют разность @^ й 
логарифмов чисел, относящихся друг Фиг. 54. 


к другу так же, как ОЁЕ к ВИ, 
и определяют логарифм этой разности. Если прибавить 
к этому логарифму число 0.3622156887 (всегда это постоян- 
ное число), то получается логарифм числа, выражающего пло- 
щадь ДЕТВАЛ, ограниченную тремя прямыми и кривой 
ДАВ. Е диницей площади при этом является параллелограмм 
5СЕР. Из этого легко уже вычислить площадь сегмента 
РАВ. 
Например, пусть ДА: ВИ=36:5, тогда надо вычислять 
следующим образом: 
Из логарифма 36 =1.5563025008, 
вычитается логарифм 5 = 0.6989'700043, 
получаем разность логарифмов = 0.8573324965 
и логарифм этой разности =9.9331492856 — 10. 
К нему прибавляется == 0.3622156887. 
Получаем логарифм плошади ДЕВА =0.2953649743. 


Число, соответствующее этому логарифму, есть 1.974081026. 
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Следовательно, площадь фигуры ДЕТВАЛ в 1.974081026, 


раза больше площади параллелограмма 5СЁЛ. 


Предложение Х 


Найти эволюты эллипса и зиперболы и выпрямить их. 
Пусть (фиг. 55 и 56) АБ — какой-либо эллипс или гипер- 
бола, АС — поперечная ось фигуры, [)— ее центр, ДА— 


[А 


Фиг. 55. Фиг. 56. 


полупараметр. Берем на кривой произвольную точку, поло- 
жим ВБ, и опускаем из нее перпендикуляр ВК на ось АС. 
Строим в точке В касательную к фигуре, пересекающую 
ось в точке ГР. Через В проводим нормаль, пересекающую 
ось в точке С, и определяем на ней точку Н соотношением 
ВН _ СЕ: АБ 
НС `` ЕК.ОЕ° 
Я утверждаю, что кривая ЕНМ, все точки которой по- 
строены так же, как точка Н, вместе с прямой ЕА при 
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сматывании нити дают данную кривую, и далее, что ВН 
касается кривой в точке Н и что длина ВН равняется длине 
НЕА. Так как все точки кривой ЕНМ построены совершенно 
определенным образом, то кривая ЕНМ относится к классу 
чисто геометрических кривых, для которых можно составить. 
уравнение. Я нашел, что это уравнение шестой степени.? 

Особенно упрощается уравнение, когда АВ — равнобокая 
гипербола. Если мы в этом случае опустим из произвольной 
точки кривой Н перпендикуляр на ось СА и обозначим АС 
через 2а, ОМ через х и МН через у, то мы имеем 


[х? — у? — Фа ==27х2у? (2а)?. 


В этом случае можно строить точки кривой ЕНМ гораздо 
проще. Это более легкое построение будет указано в даль- 
нейшем. Следует обратить внимание на то, что у эллипса 
к. каждому квадранту относится отдельная эволюта, так, на- 
пример, к квадранту АВГ, —эволюта АЁЕНМ, к квадранту 
СТ, — симметричная к первой эволюта СОМ. У обоих кони- 
ческих сечений существует следующее различие. У обеих 
кривых (для эллипса и для гиперболы) Ё — начало кривой 
ЕНМ, причем АЁ должно равняться полупараметру. Но 
у гиперболы кривая уходит в бесконечность, а у эллипса 
она имеет конечную точку М, лежащую на малой оси так, 


что 
а? 64 


М=—. 
и р 

Легко усмотреть, что точка М является конечной точкой 
кривой, если вспомнить построение кривой и вывести из 


него для эллипса соотношение 


СМ: РМ = АР: ЛЕ. 


Но я не буду останавливаться на доказательстве этих 
утверждений, а сразу перейду к изложению метода, по 
которому можно находить эволюты конических сечений и бес- 
численного множества других как-либо заданных кривых. 
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Предложение Х] 


Построить эволюту данной кривой и показать, что 
каждая зеометрически определенная кривая имеет также 
зеометрически определенную эволюту, которую можно 
выпрямить. 

Пусть АВЕ — какая-либо кривая или отрезок кривой, 
изогнутый в одну сторону (фиг. 57 и 58), КЁ — ось абсцисс, 
к которой отнесены все точки 
кривой. Найти другую кривую 
ДЕ, разверткой которой является 
данная кривая АВЕ. 


Фиг. 57. Фиг. 58. 


Допустим, кривая уже найдена. Так как все касательные 
к кривой ДЁ пересекают эвольвенту АВ/`под прямым углом, 
то и обратно, все кривые, которые пересекают АВЁ под 
прямым углом, например, ВО и РЁ, должны касаться эво- 
люты СОЁЕ. 

Пусть Ви Е— очень близкие друг другу точки. Сматы- 
вание происходит по предположению, начиная с точки 24, 
и точка Ё расположена будет дальше от Д, чем В; тогда 
и точка касания Ё дальше от А, чем ДО; а пересечение двух 
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прямых, ВО и РЁ, происходящее в точке С, будет лежать 
на продолжении ВО. 

Обе прямые должны пересечься, так как они пересекают 
кривую ВА под прямым углом с вогнутой стороны. 

Чем ближе будет точка Л к точке В, тем ближе будут 
точки О, С, Е. Если расстояние ВЕ станет бесконечно 
малым, то можно считать указанные точки слившимися в одну. 
Касательную к кривой АВЕ в точке В можно будет считать 
и касательной в точке Г. Проводим через В линию, парал- 
лельную КД, которая пересечет АЁ в точке О, опускают 
из Ви Г на ось КЁ перпендикуляры ВК и АЁ. Пусть ЕЁ 
пересекает ВО в Р. Прямые ВЛ и ЕЁ пересекаются с пря- 
мой КГ, в точках Ми М. Тогда 


Ва: СМ= ВО: ММ. 


Если дано второе отношение, то этим самым определяется 
и первое, и так как ВМ известно по величине и располо- 
жению, то этим отношением определяется и положение точки 
С на продолжении ВМ, или также точка Д кривой СЛЕ, 
так как по вышеизложенному, точки С и Д в пределе со- 
впадают. 

Отношение ВО:ММ№ очень легко определить для ци- 
клоиды. Я определил его прежде всего для этой кривой 
и нашел равным 2:1.5' 

У других кривых, которые я исследовал до настоящего 
времени, это отношение получалось из двух других соотно- 
шений. Именно, так как 


ВО _ ВО ВР _ МН КЕ вв 
ММ ВР ММ [Н` ММ’ 


то левое отношение может быть определено, если опреде- 
лены два правые отношения. А мы вскоре покажем, что 
правые отношения могут быть определены для всех геомет- 
рических кривых: следовательно, для всех этих кривых 
можно определить кривые, разверткой которых геометриче- 
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ские кривые являются и которые по этой причине могут 
быть выпрямлены. 

Пусть (фиг. 59) АВЕ — парабола с вершиной Аи осью 
АО. Проводим нормали к параболе ВМ и ЁЕМ и опускаем 
из В и[ на ось ДО перпендикуляры ВК и ЕЁ. Тогда по 
свойству параболы ‘МК = 
— МЕ ==р, где р-— полу- 
параметр параболы. 

Вычитая из каждой 
стороны равенства по ДМ, 
получаем 


КГ, == ММ. 
Так как 


ВС МН КЬ 
СМ ^^ НЕ ММ’ 


то мы получаем 


вс _ МН 
СМ = НЕ ° 


Фиг. 59. 


Следовательно, 
ВМ _ М _ МК 
176 — 


И КН’ 


где №], = МК, а вместо СН можно поставить АН ввиду бли- 
зости точек ДС и К из-за близости В и Г. 

Если точка В дана, то отношение МК:КН известно, так 
как МК=р, а КН=?2КА. Так как, кроме того, ВМ дано 
по длине и положению, то и МС определено; следовательно, 
определена и точка С или Ш) на кривой КОЕ. Точка С 
находится продолжением ВМ до точки С, для которой 


ВМ:МС=р:9КА. 


Если взять на Параболе кроме В еще произвольное число 
других точек, то можно этим построением найти такое же 
число точек кривой КРАЕ. Из построения следует, что кри- 
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вая КОДЕ математически определенная и что из ее образова- 
ния можно заключить о всех свойствах кривой. [Грежде всего 
я хочу вывести уравнение кривой ЮДЁ. Опустим из Д на 
ось 4 О перпендикуляр ДО. Пусть р— полупараметр пара- 
болы АВА, АК=х, ДАО=& РО-==т. Тогда имеем ® 


ВМ: МР= КМ: МО=р:5х. 


Так как КМ=р, то отсюда следует`МО==2х. Далее, МА = 
—х-+р, следовательно, 
АО=Е—=Зх р, 
АЕ 
х= 5—3 Р. 
Так как 
МК? : КВ? = МоО?: Ор», 
то получается | 
р’: 2рх = 4х? : 77. 


1, 1 
Заменив в этом уравнении х через 6—3 Р, имеем 


1 1 \? 
‚8 (3-32) 
п — 
р 
27 > о 
8 Ри =(<— р). 


Если на оси параболы определить точку Ю так, что АЮ=р, 
то 


К9=ЁЕ-р. 


Итак, кривая, как мы и выше определили, есть полуку- 


0 


бическая парабола,” параметр которой д в ес раза превы- 


шает параметр 2р первоначальной параболы АВ. 

Ясно, что отношение ОВ: ВР или МН: НЕ, всегда можно 
найти, даже и в том случае, когда АВЕ не парабола, но 
какая-либо другая математически определенная кривая. Надо 
только (фиг. 57 и 58) построить касательную ЕН к кривой 
в точке Ри построить перпендикуляр Ё/М к этой касатель- 
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ной, тогда известны МН и НЬ, а следовательно, и их отно- 
шение. Несколько труднее усмотреть, каким образом нахо- 
дится отношение АД: ММ. Я хочу теперь показать, что и это 
отношение всегда может быть вычислено. 

Продолжим (фиг. 57 и 58) ВК за К на длину КМ до 
точки Ги ЕЁ —за точку [ на длину Г.М до точки И. Про- 
водим через Г линию, параллельную КГ, которая пересечет. 
КТ в Х. Мы всегда имеем 


ММ — КЕ=ЕМ—КМ=ЕИиИ—КТ=ХТтп 
С другой стороны, КЁ == ХИ, отсюда 
ММ = ИХ ХТ 


ИЛИ 


№ММ = УХ — ХТ. 


Если отношение ИХ:ХТ дано, то и отношение ИХ: 


:(ГХ--хТ) или ИХ:(ГУХ— ХТ) известно, т. е. отношение 


|4 К 
ММ ИЛИ ум--” Так как по построению КТ=КМ и ВИ= М, 


то, как мы вскоре покажем, должно существовать определен- 
ное геометрическое место для точек Ги И, которое является 
прямой или кривой линией. "3 

Прямая линия получится, когда АВЕ есть коническое 
сечение с осью КД. Так как тогда дана прямая ИТ, геомет- 
рическое место точек И, Т, то и отношение ИХ: ХТ известно; 
и это отношение будет всегда иметь то же значение, неза- 
висимо от величины отрезка АД. 

Если геометрическое место — кривая линия, то отношение 
ИХ :ГТ будет принимать различные значения в зависимости 
от длины КЁ. Но надо вычислять величину этого отношения 
для случая бесконечно малого КГ, так как точки Ви Р 
должны быть бесконечно близки друг к другу. Тогда 
и точки И и Т ограничивают бесконечно малый участок 
кривой, а прямая ГТГ совпадает с касательной к кривой. Пусть 
это касательная ГУ (фиг. 60); ее можно построить, так как кри- 
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вая, к которой принадлежат точки И и Т, математически 
определенная. Тем самым отношение УК:КТ известно, 
а следовательно, и ИХ: АТ, а это последнее, как выше пока- 
зано, равно отношению СК: ММ.” 

Для установления вида кривой, к которой принадлежат 
точки Ги И, берут какую-либо точку 5 на прямой КЁ 
и полагают 5К==х, КГ=уц. 
Так как кривая АВЕ дана и 
ВМ приведено по нормали, то 
можно определить расстояние 
КМ по методу Декарта для 
вычисления касательных; ”” да- 
лее, мы имеем КМ=АТ==у, 
и это уравнение определит 
вид кривой ГИ, к которой 
надо провести касательную. 
Все это станет яснее из сле- 
дующего примера. 

Пусть АВЕ (фиг. 60) есть 
полукубическая парабола, та, 
которую мы выше выпрям- 
ляли, о-—-ее вершина, ЭК, — 
ее ось. Требуется найти ее Фиг. 60. 
эволюту. 


у 


7210) 
Прежде всего будет легко определить отношение —5р? 
так как мы знаем, что касательную к полукубической пара- 
1 
боле в точке В строят, взяв 5Н=--5К. 


К этой касательной в точке В проводят перпендикуляр 


ВМ. Тогда определяются расстояния МН и НК и, следова- 


МН ОВ 
тельно, отношение тт», равное отношению -рр. 


Чтобы найти отношение ВР или КЁ к ММ, продолжают 
ВК до Ги ЕЁ до Г, причем КТ=КМ и ЕГИ=М, и про- 
водят ИХ параллельно Г.К. 
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Имеем 
КЕ ЕМ— КМ= ММ," 
или 
ХИ-н ИЕ — КТ = ММ, 
ХИ-- ХК — КТ==ММ, 
ХИ-н ХТ== ММ. 
Отсюда 
КТ их 


ММ — УХ- ХТ' 


Для того чтобы вычислить это отношение для чрезвычайно 
малого АД, нужно найти геометрическое место точек Г, Г. 

Пусть а— параметр параболы АВЕ, ЭК =х, КЁ=у. 
Имеем 


КН:КВ =КВ:КМ. 


3 
КН равно 5. х, КВ по свойству полукубической параболы 


равно \уах’. 
Отсюда 
2/5 
КМ=КТ=у—=з\уах 
и далее 
И: 
7 @х ==. 


Итак, геометрическое место точек Г, И есть кривая, ко- 
торую математики называют кубической параболой. Каса- 
тельную в Г можно построить, взяв 5У==25К и соединив 
Ус 7.3 

Тогда из вышедоказанной пропорции 

КР 
ММ УХ-хт 


получается 


КЕ _ УК __ 
ММ  УК+КТ 
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Но это последнее соотношение известно, а следовательно, 


КТГ, 
известно и ——. Но м Ж ли —=- 
естно ИМ о мы уже показали, что отношение фз 
7272) Кр ОВ 
также известно и, так как ти== у’ рр? ТО и отношение 
ВР известн 


Точка ДР кривой ОМ находится внешним делением отрезка 


вр 
ВМ в отношении эм 


Но простейшее построение можно осуществить следующим 


путем. 
Мы имеем АГ=—=КМ==ч9. Следовательно, 


МН=у ох, 
З 
МН _ ОВ _9" 2” _2у-+3х 
НК РВ Е Зх 
2 
Далее 
УК =Зх 


и выше показано, что 
КГ: ММ = УК : (УК -- КТ). 
Следовательно, 
КЁ: ММ = 3х: (Зх у). 
Таким образом, из равенства 


Вр ов. К 
ОМ ВР ММ 


следует 
ВО __2у + Зх 3х __ 2у + 3л 
ОМ Зх Зх+у  Зх-+у 

ВМ . чу 


БМ Зх у 
Строим в 5 перпендикуляр к ЭК; он пересечет продол- 
жение МВ в точке /. 
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Мы доказали соотношение 
ВМ _ у _ М, 
МР``у-3х `` МК--3К5 


Но 
мк __ МВ _ 
МК-+-3К5`` МВ + 3В7’ 


следовательно, и 
ВМ _ _ МВ _. 
МР" МВ--ЗВЁ 


Отсюда находим 


Мр= МВ + ЗВА. 


Таким образом, можно построить сколько угодно точек 
кривой СДЁ и любой отрезок кривой, например 05, будет 
равен прямой ОВ, пересекающей па- 
раболу > АВ под прямым углом. Най- 
денная кривая определена геомет- 
рически и, если угодно, можно вы- 
вести уравнение этой кривой, от- 
несенное к оси 5А.”? 

Так же нетрудно построить по 
точкам уравнение эволюты кубиче- 
ской параболы, т. е. параболы, 
кубы ординат которой пропорцио- 

Фит. 61. нальны абсциссам. Пусть (фиг. 61} 

5АВ — кубическая парабола, 5М— 

ее ось. (Правда, ЭМ носит название оси кубической пара- 
болы кривой не по праву, скорее прямая ,5Й, перпенди- 
кулярная к ЭМ, имеет свойство, что по обе ее стороны 
лежат симметрично расположенные отрезки кривой. Че- 
рез произвольную точку кривой В проводим линию ВО, 
пересекающую кривую под прямым углом. Пусть ВО пересе- 
кает ось в точке М и прямую 51 в точке Й. Опреде- 


лим на прямой ВО точку Д так, чтобы вр=ъВМ-+5 ВЯ, 


тогда Д—есть точка на искомой кривой ЮД или ЮГ, кото- 
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рая вместе с прямой КА составляет эволюту параболы 5АВ. 
При этом замечательно еще одно обстоятельство, которое 
имеет место и у некоторых других парабол этого рода. Здесь 
существуют две размотки в противоположные стороны. Обе 
начинаются у той же точки АД. Путем сматывания нити с кри- 
вой АКШ, которая тянется за точку О в бесконечность, 
описывается безграничная ветвь параболы АВЕ: путем сма- 
тывания нити с кривой АЮ/ которая также простирается 
в бесконечность, описывается конечная дуга 45. Для на- 
хождения Точки А определяют на оси точку Р таким обра- 
зом, что 
Ре ==“. 
У91125 —\453 

ВР строят перпендикуляр к оси 5М. Этот перпендикуляр 
пересечет кубическую параболу в точке А. Точку К, в ко- 
торой встречаются обе ветви АД и А/, строят тем же спо- 
собом, как и остальные точки, например точку Ш. 

Коротко говоря, так же легко, как в перечисленных слу- 
чаях, можно построить по точкам эволюту, и, следовательно, 
выпрямляемую линию, во всех случаях, когда кривая 5АВ 
есть какая-либо из парабол. Следующая таблица, которую 
легко продолжить, дает построение для отдельных случаев: 


( ах = у? ( ВМ- 282 
1 3 
2: — 13 — — 

ах = у 5 ВМ -- 5 ВЕ 

если ах? = 93 ‚то 2ВМ -= ЗВЁ $ =ВО. 

ах3 = 94 ЗВМ -- 4ВЕ 
1 4 
Зу =— п4 — — 

азх = у Е ВМ + 5 ВЕ | 


Пусть (фиг. 62) 5В — парабола какого-либо рода, © — ее 
вершина, 5А — положительная ось абсцисс, расположенная 
с вогнутой стороны кривой. 5Й перпендикулярно к ЭХА. По- 
лагаем 5К==х, ВК==у, причем В точка кривой, ВК — пер- 
пендикуляр, опущенный из точки В на ось 5А, а— пара- 
метр параболы. Тогда левая сторона таблицы дает уравнение 


8* 


прямой, а правая часть той же строки длину отрезка ВД, 
которую надо отложить по нормали кривой в точке В, чтобы 
найти одну из точек кривой СР, например, если 5Б простая 
парабола, получаемая как коническое сечение, то мы знаем, 
что к ней относится первая 
строчка таблицы. Ей соответ- 
ствует ВД =ВМ + 2В7. Так 
находят длину линии ВО и 
так можно построить произ- 
вольное число точек кривой 
Ср. Как показано выше, 
в данном случае получается 
кривая, показанная слева в 
третьей строчке таблицы. 

Таблица составлена сле- 
дующим образом. Коэффи- 

Фиг. 62. циент при ВМ равен пока- 

зателю степени х в уравне- 

нии параболы, коэффициент при ВИ равен показателю сте- 

пени у в уравнении параболы. Оба выражения складываются 
и делятся на показателя степени а. Это дает ВО.” 

Кроме всех этих парабол существуют еще другие кривые, 
из которых похожим способом можно вывести новые выпрям- 
ляемые кривые. Поскольку эти кривые имеют ассимптоты, 
они подобны гиперболам. Правда, их ассимптоты всегда со- 
ставляют между собой прямой угол. Прежде всего я иссле- 
довал обыкновенную гиперболу, получаемую сечением конуса. 
Для выяснения природы остальных кривых этой группы сде- 
лаем следующее построение (фиг. 63). Пусть Р5 и ЭК— 
ассимптоты кривой АБ, которые взаимно перпендикулярны. 
Через произвольную точку В кривой проводим ВК парал- 
лельно Р5 и пусть будет х=5А; у==КВ. 

Если АВ — обыкновенная гипербола, то мы знаем, что 
прямоугольник со сторонами 5К и КВ всегда равен одному 
и тому же квадрату ху —=а°. 
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3 ит. д. Таким 


У следующей гиперболы имеем х’у=а 
образом, существует бесчисленное множество гипербол та- 
кого типа. Следующая таблица дает их уравнения, и одно- 


временно метод построения эволюты ДС каждой из них, 
| х2у = а3 

если | ху? — а3 , то] ВМ -+ — ВЕ 1-92. 
{ 


Пусть, как и раньше, прямая ОВМР пересекает нашу 
кривую под прямым углом и встречает ассимптоты 5А иоР 
в Ми. Если гипербола задана, 
например, уравнением ху==а’, 


то делают ВО = 5- ВМ + >В2, 


как указывает таблица. 'Таким 
образом находят точку Она кри- 
вой СО, и можно найти сколько 
угодно других точек кривой СД: 
любой отрезок кривой может быть 
выпрямлен. [Полученная кривая 
будет та самая, уравнение кото- 
рой, отнесенное к оси гиперболы, Фиг. 63. 
дано выше.83 


Составление таблицы вполне тождественно с составле- 
нием предыдущей таблицы." 

Так как у этих кривых, так же как у парабол, надо строить. 
прямую ОВ, перпендикулярную в данной точке В к кри- 
вой и к ее касательной, то я хочу в общих чертах указать, 
как строят эти касательные. Находят на оси абсцисс точку 
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Н, такую, что 5К: КН=т:п, где т — показатель степени 


у х, п--показатель степени у у. Тогда прямая НВ будет 
касаться кривой в В. Например для гиперболы, указанной 
в третьей строчке таблицы, 


5К: КН =1:2. 


Доказательство этого отношения известно всем, владе- 
ющим аналитической геометрией. 

Лица, владеющие аналитической геометрией, уже давно 
рассматривают эти кривые. Они разбирают не только различ- 
ные параболы, выше исследованные, но также и площади 
между гиперболами и ассимптотами, простирающиеся в бес- 
конечность. Я бы мог развить этот вопрос, нрименив легкий 
общий метод, использующий только свойства касательной. 
Но это здесь неуместно. 


ЧЕТВЕРТАЯ ЧАСТЬ „МАЯТНИКОВЫХ ЧАСОВ“ 


О центре качания 8 


Когда я был еще почти мальчиком, ученейший муж Мерсенн 
задал мне и многим другим задачу — определить центр кача- 
ния." Из писем, которые Мерсенн мне писал, а также из 
недавно опубликованных мемуаров Декарта, заключающих 
ответ на письма Мерсенна по этому поводу, я заключаю, 
что эта задача пользовалась в то время известной славой 
среди математиков. Мерсенн поставил мне задачу нахожде- 
ния центров качания круговых секторов, подвешенных или 
в центре, или в середине дуги и могущих совершать боко- 
вые качания, а также круговых сегментов и равнобедренных 
треугольников, подвешенных или в вершине, или в середине 
основания. Задача сводилась к построению простого маят- 
ника, т. е. нити с подвешенным грузом, такой длины, чтобы 
он совершал свои колебания как раз в то время, как ука- 
занные фигуры, подвешенные соответственным образом. 
При этом Мерсенн назначил большую, вызывающую зависть 
премию на тот случай, если я решу задачу. Однако он тогда 
ни от кого не получил того, что требовал. Что касается 
меня, то я в то время ничего не нашел, что позволило бы 
мне приступить к расчетам, и как бы повернул назад у са- 
мого порога и воздержался от всякого исследования. Но и 
те, кто надеялись, что решили задачу, знаменитые люди, как 
Декарт, Оноре Фабри и другие, вовсе не достигли цели 
или достигли ее только в немногих, особенно простых слу- 
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чаях; и для этих случаев они, на мой взгляд, не дали удов- 
летворительных доказательств. Это, я думаю, ясно поймет 
всякий, кто сравнит их изложение с моими выводами. Я ду- 
маю, что мои выводы стоят на более твердом основании и 
подтрРерждаются опытами. [Повод к новой постановке опытов 
дали регулируемые маятники наших часов, снабженные, кро- 
ме нижнего постоянного груза, еще вторым передвижным 
грузиком, как сказано при описании часов. 

Исходя из этого, я начал исследования снова сначала, но 
этот раз с лучшими видами на успех, и, наконец, одолел 
все трудности и решил не только задачи Мерсенна, но на- 
шел и новые задачи, более трудные, и, наконец, нашел 
общий метод для уверенного вычисления центров качания 
линий, площадей и тел. От этого я имел не только удоволь- 
ствие, что я нашел нечто, что напрасно искали столь мно- 
гие, и понял законы природы, относящиеся к этому случаю, 
но получил и определенную пользу, которая вообще заста- 
вила меня заняться этим вопросом, а именно, я нашел лег- 
кий и удобный способ регулировки часов. К этому, однако, 
присоединилось еще нечто, что я считаю еще более ценным, 
а именно: благодаря своему открытию я смог дать абсолютно 
устойчивое определение для постоянной, верной для всех вре- 
мен меры длины. Это определение дано в конце этой части. 


Определения 
] 


Под маятником мы будем понимать любую, обладающую 
весом фицру (линию, плоскость или тело), так подвешен- 
ную, что она может совершать колебательные движения 
вокруз некоторой точки или, вернее, вокруз зоризонталь- 
ной оси. 


П 


Горизонтальную ось, вокруй которой надо мыслить ко- 
лебания маятника, мы будем называть осью колебаний. 
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Ш 


Под простым маятником мы будем понимать нить 
или линию, не знушуюся и невесомую и несушую на ниж- 
нем коние прикрепленный труз. Вес этозозруза как бы со- 
средоточен в одной точке. 


ГУ 


Под сложным маятником мы будем понимать тело, 
состоящее из нескольких зрузов, сохраняющих неизменное 
расстояние как дру от друла, так и от оси колебаний. 
Гаким образом, всякое подвешенное тяжелое тело может 
быть названо сложным маятником, так как оно может 
быть мысленно разделено на любое число частей. 


№ 


Изохронными назовем маятники, совершающие колеба- 
ния через подобные дузи в одинаковые времена.88 


\У1 


Под плоскостью колебаний будем понимать плоскость, 
проходяшую через центр тяжести подвешенной фишры 
перпендикулярно к оси колебаний. 


УП 


Линией центра фифры® будем называть прямую, про- 
веденную через центр тяжести фицры и через ось коле- 
баний, перпендикулярно к этой оси. 


УШ 


Отвесной линией будем называть линию, проведенную 
от оси колебаний в плоскости качаний перпендикулярно- 
к плоскости зоризонта. 
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[Х 


Центром качаний любой фицры назовем ту точку оси 
фицры, расстояние от которой до оси колебаний равно 
длине просто маятника, изохроннозо с подвешенной 
фицрой. 

Х 


Любую линию, проходяицю через иентр тяжести фи- 
ауры, назовем осью тяжести. 


Хх! 


Назовем колебания плоской фищшры или плоской кривой 
плоскими, если ось колебаний лежит в плоскости фицры 


или линии. 


ХИ 


Назовем колебания плоской фищры или плоской линии 
боковыми, если ось колебаний расположена перпендикулярно 
к плоскости фицры или кривой." 


ХШ 


Если зоворят, что надо веса помножить на прямые 
линии, то это означает, что перемножаются числа или 
отрезки прямых, которые выражают величину весов или 
их отношение дру: к друцу. 


Гипотезы 


] 


Если любое число весомых тел приходит в движение бла- 
зодаря их тяжести, то общий центр тяжести этих тел не 
может подняться выше, чем он был в начале движения.” 

Под высотой следует понимать расстояние от горизон- 
тальной плоскости и принимается, что весомые тела стремятся 
упасть на эту плоскость по линиям, которые к ней перпен- 
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дикулярны. Это предположение делается всеми, которые 
пишут о центре тяжести или в явной форме, или должно 
быть дополнено при чтении, так как без этого нельзя рас- 
‹суждать о центре тяжести. 

Чтобы моя гипотеза не вызывала сомнения, я покажу, что 
она не означает ничего другого, чем то, что никем не оспари- 
валось, а именно, что весомые тела не движутся наверх. 
Прежде всего представим себе одно весомое тело, тогда 
без сомнения это тело не может благодаря тяготению дви- 
гаться вверх. При этом мы говорим, что тело движется 
наверх, когда поднимается его центр тяжести. Однако то 
же самое должно произойти, если мы будем иметь произ- 
вольное число весомых тел, соединенных негнущимися свя- 
зями, так как ничто не мешает рассматривать их как одно 
тело. Следовательно, не будет подыматься и их общий центр 
‘тяжести. 

Если теперь представить себе произвольное число тяже- 
лых тел, не связанных между собой, то мы знаем, что и они 
имеют общий центр тяжести. На той же высоте, на какой 
находится этот общий центр тяжести, следует, говорю я, 
представить себе общий вес тел, так как все отдельные 
тела могут быть приведены к такой же высоте их центра 
тяжести, без того, чтобы для этого требовалась какая-либо 
другая сила, чем та, которая есть в самих телах. Надо их 
только соединить негнущимися линиями и двигать вокруг 
их центра тяжести, для этого не нужно внешней силы. Точно 
так же как весомые тела, находящиеся в одной горизонталь- 
ной плоскости, не могут под влиянием тяжести все под- 
няться выше этой плоскости, так же мало возможно, чтобы 
центр тяжести каких-либо тел, как бы они ни были располо- 
жены, поднялся до большей высоты, чем та, на которой 
он сейчас находится. Что действительно можно весомые 
тела, без применения какой-либо силы привести к горизон- 
тальной плоскости, в которой находится их общий центр 
тяжести, доказывается следующим образом. 
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—_—— дд 


Пусть (фиг. 64) А, В, С весомые тела и их положения 
Р— их центр тяжести. Прокладываем через ОД горизонталь- 
ную плоскость, представленную на фигуре линией ЕР. 

рА, РВ, ОС, — негнущиеся стержни, жестко соединенные 
с телами. Теперь поворачиваем 
всю систему вокруг Д, пока 
тело А не придет в горизон- 
тальную плоскость, в положе- 
ние Ё. Все негибкие стержни 
повернутся на тот же угол — В 
придет в С, Св Н. 

Теперь представим себе В 
и С соединенными жестким 
стержнем СН, который пере- 
секает плоскость ЕР в поле Л. 
Центр тяжёсти их непременно 
окажется в А, так как центр 
тяжести всех трех находящихся 
в А, а, Н тел и также центр тяжести тела Ё находится 
в плоскости ЕДЕ. В той же плоскости, а следовательно, 
в точке /`должен находиться и центр тяжести тел В и С. 

Теперь приведем в движение тела В и С вокруг их центра 
тяжести /’ как вокруг оси и приведем их одновременно 
в плоскость ЁЛ без всякой внешней силы. Таким образом, 
все три груза, бывшие сначала в А, Ви С, окажутся пере- 
несенными на высоту их центра тяжести Ш) благодаря их 
собственному взаимному равновесию, что и требовалось 
доказать. При многих телах рассуждение то же. 

Эта моя гипотеза применима также и к жидкостям. И при 
помощи ее можно доказать не только все теоремы Архимеда 
о плавании тел, но и много других теорем механики. И если 
бы изобретатели новых машин, напрасно пытающиеся по- 
строить вечный двигатель, пользовались этой моей гипотезой, 
то они легко бы сами сознали свою ошибку и поняли, что 
такой двигатель нельзя построить механическими средствами. 
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П 


Допустим, что нет сопротивления воздуха и дрдих 
помех движению — допушение, которое мы будем делать 
и в дальнейших доказательствах, — в таком случае иентр 
тяжести колеблющезося маятника при спуске и подъеме 
пробегает одинаковые дули. 

Для простого маятника мы доказали это в предложении [Х 
второй части. Опыт учит, что то же надо принять и для 
сложного маятника. Какую бы форму ни имел маятник, он 
всегда одинаково способен к продолжению своего движения, 
если на него не влияет большее или меньшее сопротивление 
воздуха. 


Предложение | 


Пусть произвольное число весомых тел находится по 
одну сторону от определенной плоскости. Опустим из 
иентра тяжести каждозо тела пер- 
пендикуляр на эту плоскость и по- 
множим длину этотло перпендикуляра 
на вес соответствующезо тела. Если 
теперь опустить перпендикуляр из 
иентра тяжести всех тел на ту же 
плоскость и помножить длину этоло 
перпендикуляра на общий вес всех 
тел, то это произведение будет 
равно сумме прежде полученных от- 
дельных произведений. 

Пусть (фиг. 65) А,В,С -—весо- Фиг. 65. 
мые тела, лежащие по одну сторону 
от плоскости, следом которой является прямая ОЕ. На 
нее опущены перпендикуляры АД, ВЕ, СЕ. Пусть С — центр 
тяжести всех трех тел ЛД, В, С. Опускаем из точки С перпенди- 
куляр СН на ту же плоскость. Тогда сумма произведений 
каждого перпендикуляра на соответственный вес равна про- 
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изведению прямой СН на сумму весов всех тел. Удли- 
няем каждый перпендикуляр по ту сторону плоскости 
ДЕ на СН так, что ОК = ЕЁ = ЕМ==СН. Пусть все 
эти линии — негнущиеся стержни, параллельные горизонту. 
Поместим в К, С и М тела, вес которых выбран так, чтобы 
каждое из них уравновешивало бы противоположное тело 
А, В, С относительно пересечения с плоскостью ДЁР. Со- 
вокупность тел А, Ё, М будет в равновесии с телами 2, В, С; 
тогда будут справедливы пропорции К: А = АР:ДЖК, или 
А: Ар=кК.)ОК=К.СН. 
Равным образом 
В. ЕВ =Ё. ЕЁ =Ё-СН, 
С. ЕС=мМ-ЕМ=мМ-СН. 


Сложение пропорций дает А ДА+ В. ЕВ-- С-ЕС =(К-+ Г 
М) СН. Здесь буквы А, В, С, К, Г, М означают веса 
соответственных тел. 

Но так как тела К, [., М уравновешивают тела А, В, С’ 
в отдельности, то равновесие сохранится и тогда, когда все: 
тела, А, В, С, будут подвешены в их центре тяжести. 

Так как сверх того 


РК = ЕЁ = АМ ==СН, 
то отсюда следует 
А-В С=Кч+-Ё- М 
и окончательно 
(А+-В-С) СН=А.РА-+В-.ЕВ-+С.ЕС, 


что и требовалось доказать. 

При доказательстве, правда, предполагалось, что прямые- 
АР, СН и СЕ горизонтальны и плоскость вертикальна; 
однако, если перенести все сразу в любое другое положение, 
то, очевидно, равенство произведений останется в силе, так 
как все прямые остаются те же, что и раньше, и теорема. 
доказана. 


Маятниковые часы 127` 


Предложение [1] 


Пусть (фиг. 65) при тех же предположениях, как в преды- 
дуишей теореме, все веса А, В, С равны между собой, тозда 
я Утверждаю, что сумма всех отдельных перпендикуляров 
АР, ВЕ и СЕ равна произведению числа весомых тел на 
длину перпендикуляра СН. 

Существовало равенство 


(А+В+С) СН=А.РА+ЖВ-ЕВ-+С-ЕС, 


так как все веса равны между собой, то равенство прини- 
мает вид 


п. А-СН=А (РА+ЕВ-+ ЕС) 
ИЛИ 


РА-- ЕВ -- ЕС =п.СН; 


здесь п число тел. 


Предложение Ш 


Имеется определенное число тел; 


пусть они все поднимаются или все 
опускаются, причем высоты подъема 
или падения мощт быть разными Фиг. 66. 

У разных тел. Множим вес каждоло 

тела на высоту ео падения или подъема. Тозда сумма 
всех этих произведений будет равна произведению общезо 
веса всех тел на высоту подъема или падения иентра 
тяжести. 

Пусть (фиг. 66) величины А, В, С из положения А, В, С 
перешли в положение /), А, Г, падая, или из положения 
р, Е, Г перешли в положение А, В, С, подымаясь. Пусть 
их центр тяжести в положении А, В, С находится на высоте С. 
а когда тела находятся в Д, Ё, РЁ, их центр тяжести нахо- 
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—_—_ 


дится на высоте Н. Я утверждаю, что справедливо равен- 
ство 


А. АР--В.ВЕ--С-СЕ=(А-В-С) СН. 


Пусть МР— след горизонтальной плоскости и пусть 
продолжения АД, ВЕ, СГи СН пересекают МР в точках 
М, №, О, Р. Тогда по теореме | 


А.АМ-- В. ВМ С.СО=(А-+В- С) СР 
также 


А. РМ-+В-ЕМ-+С.ЕО=(А+В-+ С) НР. 


Вычитание дает 
А. Ар-+В.ВЕ-+С.СЕ=(А-В + С) СН, 


что и требовалось доказать. 


Предложение [У 


Маятник, состоящий из нескольких частей, выводят 
из положения равновесия и затем опускают. Маятник 
приходит`в колебание, начинающееся с состояния покоя. 
Представим себе, что у маятника, после тозо как он 
‘совершит некоторую часть колебания, исчезнет связь 
частей между собой и каждая часть направляется вверх 
с приобретенной ею скоростью и поднимается насколько 
может; тозда общий иентр тяжести всех частей достизнет 
опять той высоты, на которей был до начала колебания. 

Пусть маятник состоит из произвольного числа частей 
А, В, С (фиг. 67 и 68), прикрепленных к невесомой линии 
или плоскости, и висит на оси, проходящей через /), нор- 
мально к плоскости рисунка. Пусть Ё-—^ центр тяжести 
частей Д, В, С-—-также лежит в плоскости рисунка. Пусть 
маятник поднят до такого положения, что линия центра ДЕ 
маятника образует с отвесной линией ОР угол ЕДЕ. Маят- 
ник отпускают, и он совершает часть колебания такую, 
что 4, В, С приходят в положение С, Н, К. 
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В этот момент связь частей исчезает и каждая часть 
направляется с приобретенной скоростью вверх (этого можно 
было бы достичь ударами о наклонные плоскости), под- 
нимается так высоко, как может, т. е. до положения /[,, М, 
№. Когда частицы дойдут до этого положения, их общий 
центр тяжести будет в Р. Я 
утверждаю, что Р лежит на то й 


№ „0 


Фиг. 68. 


же высоте, что и Ё. Прежде всего Рне может лежать выше, 
чем Ё, по первой из принятых нами гипотез. Остается по- 
казать, что Р не лежит ниже Ё. 

Предположим, что Р лежит ниже Ё. Представим себе, 
что каждая часть снова падает с той высоты, на которую 
поднялась, т. е. с высот Са, МН и №К. Тогда каждая часть 
наверное приобретет ту скорость, которую имела до под- 
нятия на эту высоту (по предложению [ГУ второй части), т.е. 
ту скорость, которую приобрело при перемещении из поло- 
жения СВАД в положение КНС. Если эти части с указан- 
ными скоростями подойдут к той поверхности или линии, 
с которой были скреплены, то они сейчас пристанут к ней 
и будут продолжать прежнее движение по начатым дугам. 
Это наступило бы, если бы части до соприкосновения со 
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связями упали на наклонные плоскости (ОО. Восстановлен- 
ный таким образом маятник закончит свое колебание так, 
как будто никакого перерыва в его движении не было. Центр 
тяжести опишет при поднятии и спуске одинаковые дуги ЁР 
и А ив ^Л будет находиться на той же высоте, что ивЁ. 
Но мы приняли, что Ё выше Р, центра тяжести частей в их 
положении /,, М и М. Следовательно, К выше Р, и, таким 
образом, центр тяжести частей, падающих из положения 
Г, М, М, в конце концов, поднимается выше той высоты, 
с которой упал. Но это абсурдно (по гипотезе [ этой части). 
Следовательно, центр тяжести Р не может лежать ниже А. 
Он не лежит также и выше. Следовательно, он лежит на 
одинаковой высоте, что и требовалось доказать. 


Предложение У 


Дан маятник, состоящий из произвольнозо числа час- 
тей; множат вес каждой части на квадрат ее расстояния 
от оси колебаний. Если сумму этих произведений разде- 
лить на произведение, получающшееся от умножения общезо 
веса всех частей на расстояние общего иентра тяжести 
от той же оси колебаний, то получается длина простотзо 
маятника, изохронного с данным сложным маятником, 
или расстояние между осью колебаний и центром качаний 
сложнозо маятника. 

Пусть (фиг. 69 и 70) А, В, С — части, из которых состоит 
маятник и которые мы в дальнейшем будем рассматривать 
только со стороны их веса, а не со стороны их формы 
или размеров. Части подвешены к оси, которая проходит 
через /) перпендикулярно к плоскости рисунка. В плоскости 
лежит общий центр тяжести Ё; то, что веса отдельных частей 
лежат в разных плоскостях, не имеет значения. 

Расстояние ЁД от центра тяжести до оси колебаний 
обозначим 4. Введем также обозначения е = АД, }= Вр, 
8 = С. Если мы помножим веса а, 6, с отдельных частей 
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на квадраты их расстояний (от оси вращения), то сумма 
произведений будет ае? + 5 Р -+ с5?. С другой стороны, про- 
изведение общей массы на 4 будет равно а@-н фа-нс4 (по 
предложению [ этой части). 

Если разделить вышеуказанную сумму на это произведе- 
ние, то получается 


ае? + 6}2 + са? , 
а фа - са 


Если теперь выбрать длину простого маятника РС, ко-- 
торую назовем х, равной этой дроби, то я утверждаю, что 


Фиг. 69. Фиг. 70. 


этот маятник будет изохронен нашему составному маят- 
нику. 

Пусть маятник АС и линия центра ДЁ сложного маят- 
ника выведены из отвесных положений ЁН и ДК на одина- 
ковые углы и потом отпущены. 

Тогда груз С маятника РС при полном колебании прой- 
дет дугу СМ, которая делится пополам отвесной линией АН. 
Если нанести на ДОЁ длину ОЁ=ЕС, то точка С будет 
описывать дугу СМ, которая совпадает с дугой СМ и де- 
лится пополам отвесной линией ОК. Центр тяжести опишет 
подобную дугу Ё/. Если взять на дугах СМ и №Ё произ- 
вольные точки, но делящие эти дуги в том же отношении, 


9* 
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напр. О и Р, то будет показано, что скорость груза С 
в точке О та же, что и точки С в Р. Отсюда будет сле- 
довать, что обе дуги проходятся в равные времена, и, сле- 
довательно, маятник АС и маятник, составленный из частей 
А, В, С, изохронны. Доказательство проводится следующим 
образом. 

Допустим сначала, что скорость точки /, в Р больше, чем 
скорость груза Св О, если это возможно. В то время 
пока точка Г, пробегает дугу СР, центр тяжести несомненно 
пробегает подобную дугу ЕЁ. Из точек ©, Ри О проводим 
вертикали вверх, пересекающие хорды, относящиеся к дугам 
ЕТ, Г.М и СМ, в точках КЮ, би 7. Обозначим 5Р чёрез ци. 

Из пропорции 


оР:А 2=ГО:ЕР, 
ИЛИ 
у: О = х:а4, 


следует 


в0==*. 


Груз С имеет в О такую скорость, благодаря которой 
он может вновь подняться на ту высоту, с которой спустился, 
т, е. по дуге ОМ до М или по вертикали ОУ, которая равна 
Р5 до Т. Следовательно, при нашем предположении, точка [. 
будет в Р иметь большую скорость, чем та, которая доста- 
точна для того, чтобы она могла подняться на высоту Р5. 
Как раз в то время, в которое Г, пробегает дугу СР, точки А, 
В, С пробегают подобные дуги АТ, БИ, СХ. И так как 
точки Ди [Г связаны общей связью, то скорости Ё в точке 
Ри А в точке Т относятся, как ОЁ к ДА. Но квадрат 
скорости /[, в точке Р будет относиться к квадрату скорости 
А в точке Т, как высота, на которую способно подняться [. 
благодаря своей скорости, к высоте на которую может под- 
няться Д благодаря своей скорости `(по предложениям Ш 
и [У второй части). Следовательно, и О/?==х? будет так 
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относиться к /94*—=е?, как высота, на которую поднялось 
бы Г, благодаря своей скорости в точке Р (эта высота по 
выше изложенному больше, чем и), к высоте, на которую, 
поднялось бы благодаря скорости, приобретенной в точке 
Т, если бы часть А, дойдя до Г, отделилась от маятника 


и стала бы подыматься вверх —эта высота будет, следова- 
е?у 
тельно, больше >. Такое же рассуждение для точки ВБ 


дает высоту поднятия В со скоростью, приобретенной в И, 


2 
. Гу 
большую, чем —>. 


Для точки С получим величину поднятия со скоростью, 

2 
приобретенной в Х, большую “>. Если помножить каждую 
из этих высот на относящийся к ней вес и сложить, то полу- 


2 Е? 2 
‚ ае С 
чится величина большая, чем а -н р —- г и, следо- 


‚ а4у + Бау + сау 
вательно, большая, чем —^—^ ^^^. Последнее выте- 


ае?-+ 6}2 + со? 


кает из того, что хх —  ———_—_—_— ИЛИ 
, аа + 64а + са л 


ах + бах + сах —= ае* = БР -+ се". 
Множим на у и делим на х?, получаем 


а4у + Бау + с4у __ ае?у 6 }?у + со?у 
ме, 
х х? 


чем и доказывается выше написанное соотношение. 

Но указанная выше сумма произведений равна произве- 
дению суммы весов (ав + с) на высоту, на которую под- 
няли бы центр тяжести, если бы все части подымались бы, 


каждая отдельно, вверх, насколько могли. Выражение 

аду + Вау = сау 
х 

множить сумму весов абс на высоту, на которую 


опустился центр тяжести именно этих частиц. Эта высота 


можно Получить как произведение, если по- 


[и 
есть ЮО или и (как мы нашли выше). Так как выше полу- 
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чилось, что первое произведение больше второго, то значит 
центр тяжести частиц А, В, С в случае, если частицы А, 
В, С, соответственно дойдя до Г, И, Х, оставят маятник 
и начнут двигаться вверх, поднимется на большую величину, 
чем он спустился раньше, когда маятник двигался из положе- 
ния А, В, С в положение ХТ, И, Х. Это нелепо, так как, 
согласно предыдущему, высоты описанных подъема и спуска 
должны быть равны. 

Если принять, что скорость С в точке Р меньше, чем 
скорость груза С в точке О, то точно таким же способом 
можно было бы показать, что центр тяжести частиц 2, В, С 
мог бы подняться только на меньшую величину, чем он 
раньше спустился. А это противоречит той же предыдущей 
теореме. Остается только признать скорость точки /, в Р рав- 
ной скорости груза С в точке О. А из этого следует, что 
простой маятник Ё’С изохронен сложному маятнику АВС. 


Предложение У] 


Дан маятник, состоящий из произвольнозо числа ча- 
стей, имеющих одинаковый вес. Расстояние каждой части 
от оси колебаний возводят в квадрат, далее умножают 
расстояние общего иентра тяжести от оси колебаний 
на число частей; если теперь разделить сумму квалратов 
на последнее произведение, то получится длина простозо 
маятника, который изохронен сложному.® 

Пусть выполнены те же предположения, как и в преды- 
дущем, только теперь все веса частей равны и равны, ска- 
жем, а. Здесь им не приписывается никакой определенной 
величины, но размеры их принимаются чрезвычайно малыми. 


Тогда длина простого иИзохронного маятника равна 
ае? + а}? -н аз? 


ат. Если сократить эту дробь на а, то для длины 


е? -+- }Р-н 2 
изохронного маятника получится выражение 34 _, Т.е. 


надо расстояние каждой части от оси колебаний возвести 
в квадрат, помножить расстояние от центра тяжести до оси 
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колебаний на число частиц, т: е. в данном случае на три, 
и разделить сумму квадратов на последнее произведение. 
Легко видеть, что расстояние 4 необходимо помножить 
именно на число частей. Тем самым теорема доказана. 

Если одинаковые веса расположены по прямой линии, 
и эта линия подвешена за один конец, то при помножении 
расстояния общего центра тяжести на число частиц получится 
сумма расстояний всех частиц от оси колебаний (по предло- 
жению П этой части); следовательно, в этом случае можно 
определить длину простого маятника, изохронного со слож- 
ным, как сумму квадратов расстояний всех частиц от оси 
колебаний, разделенную на сумму расстояний всех частиц 
от оси колебаний.” 


Определение ХУ 


Пусть в некоторой плоскости имеется фицра; к физцре 
проведена лежашая в той же плоскости прямая, касаю- 
шаяся фишры с внешней стороны. 
Друзая прямая, перпендикулярная 
к плоскости, обводится по кон- 
туру фицры и описывает таким 
образом поверхность. Через каса- 
тельную проводят вторую пло- 
скость, наклонную к первой; обе 
плоскости вырежут из поверхно- 
сти, образованной прямой, прове- 
денной по контуру фицры, неко- 
торую часть. Тело озраниченное 
этой частью поверхности и дву- 
мя плоскостями, назовем клином, 
построенным на нашей фищре, как на основании. 

На рисунке (фиг. 71) АВСЕ — данная фигура, МО— каса- 
тельная, ЁАЛ’— прямая, обводимая вокруг контура. Клином 
будет тело, заключенное между плоскостями АВЕС и МЕС 
и частью поверхности, описываемой прямой ЕР. 


8 
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Определение ХУ 


Если из иентра тяжести клина опустить перпендику- 
ляр на основание клина, то расстояние между основанием 
перпендикуляра и касательной к физуре будем называть 
субиентрикой клина.” 

Если на фигуре (фиг. 71) К изображает центр тяжести 
клина, К/— перпендикуляр, опущенный из центра тяжести 
на основание, тогда перпендикуляр /М, в свою очередь 
опущенный из [ на МО, будет субцентрикой клина. 


Предложение УП 


Пусть над произвольной фицщрой как над основанием 
построен клин, обе плоскости которозо образуют узол 45°. 
Гозда клин имеет такой же объ- 
ем, как цилиндр, имеющий ту же 
фицру основания, а высотой - 
расстояние центра тяжести фи- 
зуры от касательной, использован- 
ной для построения клина. 

Пусть над плоской фигурой АСВ 
(фиг. 72) построен клин АВШ, обе 
плоскости которого образуют ме- 
жду собой угол 45°; ЕЁ — каса- 
тельная к фигуре АСВ, Г’ — центр 
тяжести фигуры АСВ, РА — пер- 


пендикуляр, опущенный из центра тяжести фигуры на пря- 
мую ЁА. 

Я утверждаю, что объем клина равен объему цилиндра 
с основанием, равным фигуре АСВ, и с высотой, равной 2. 
Разделим фигуру на большое число крайне малых равных 
частей. Пусть одна из них @. Если помножить каждую 
часть на ее растояние от ЕЁ, тогда сумма таких произве- 
дений будет равна произведению расстояния АЛ на сумму 
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всех частей (по предложению [| этой части), т. е. равна 
цилиндру с основанием АСВ и высотой АГ. Теперь произ- 
ведение каждой части С на расстояние СН равно объему 
призмы, построенной на этой части и доходящей до косой 
плоскости, так как высота призм равна расстоянию НС 
ввиду того, что обе плоскости АД и АСВ, образуют 
угол 45°. Очевидно, однако, что все призмы вместе обра- 
зуют объем цилиндра клина. Следовательно, и клин по 
объему равен цилиндру с основанием АСВ и высотой РА, 
что и требовалось ‚доказать. 


Предложение УШ 


Прямая линия касается плоской фишры. Разлааем эту 
фишру на большое число чрезвычайно малых равных частиц 
и из каждой части опускаем перпендикуляр на указанную пря- 
мую. Гозда сумма всех квадратов длин этих перпенди- 
куляров равна произведению из числа частей на прямо- 
лольник, одной стороной которозо является расстояние 
от иентра тяжести фицшры до той же прямой, а друая 
сторона есть субиентрика клина, построеннозо при помоши 
этой прямой над физурой.!' 

Сохраняем построение предыдущего предложения (фиг. 72). 
Прибавим к нему еще линию РА — субцентрику клина (пер- 
пендикулярную ЕР). Надо показать, что сумма всех квадра- 
тов расстояний частиц С фигуры АСВ равна произведению 
из числа частиц п на прямоугольник со сторонами РА и [.А. 

Из предыдущей теоремы следует, что высота каждой 
призмы, например СК, равна расстоянию соответствующей 
части С от прямой АЁ. При этом произведение призмы СК 
на расстояние СН равно произведению частиц С площади 
АСВ на квадрат расстояния СН. То же и со всеми другими 
частями. Сумма всех произведений этого рода равна про- 
изведению объема клина АВШО на расстояние ДА (по пред- 
ложению [ этой части), так как центр тяжести клина распо- 


138 Х. Гюйзенс 


ложен над точкой [,. Поэтому »[С.СН*]=(АВЛЬ). ГА, где 
(АВР) — объем клина. Так как по предыдущей теореме 
объем клина (ДАВЛ) равен произведению площади (АСВ) на 


расстояние РА, т. е. 
(АВР) =(АСВ)-РГА, 
то мы имеем: 
У[С. СН?]=(АСВ).ЕА.ГА. 
С»(СН”=пС.ЕА.ГА, 
У (СН?) =п РА. ГА, 


что и требовалось доказать. 


Предложение [Х 


Дана плоская фищра и в той же плоскости прямая, 
пересекающая или не пересекаюшая фицру. Делим фишру 
на чрезвычайно малые равные части и из каждой части 


-опускаем перпендикуляр на прямую. 


Фиг. 73. Фиг. 74. 


Вычислить сумму квадратов длин этих перпендикуля- 
ров или найти фишру, которая, будучи помножена на 
число частиц, дает указанную сумму.1? 

Пусть АВС (фиг. 73, 74) — данная фигура, ЕД — прямая, 


лежащая в той же плоскости. Фигуру представляем себе 


Маятниковые часы 139 


разделенной на чрезвычайно малые равные части. Одна из 
них Е. Из каждой части на прямую ЕД опущен перпенди- 
куляр, напр. ЕК. Ищется »(ЁЕК?). 

Строим касательную АЁ, параллельную ЁД и лежащую 
целиком вне фигуры. Она может касаться фигуры с той же 
стороны, что и ЁД, или с противоположной. Пусть С@— 
центр тяжести фигуры, СА — его расстояние от касатель- 
ной 4; СА пересекает ЁД в точке Ё. НА — субцентрика 
клина, который можно построить над АВС, используя каса- 
тельную АГ, тогда я утверждаю, что искомая сумма квадра- 
тов длин перпендикуляров равна помноженной на число 
частиц сумме прямоугольника, построенного на АС и СН 
и квадрата ЕС. 


>, (ЕК) =п(АС.СН- ЕС”). 
Прямая АА, или ее продолжение, пересекает ДГ, в точке /Д.. 
Сначала предположим, что прямая ЕД лежит совершенно 
вне фигуры и касательная АГ, проведена с той же стороны, 
что и ЕД. Тогда теорема доказывается следующим образом. 
Мы имеем 
> (КЕ) = (КЕ?) -+2>(КЕ. ЕЕ) (ЕЕ), 
но 
>, (К?) =п- К] =п.ЕА*? 
и по теореме П этой части 
> ШЕ=п. СА, 
отсюда 
УКЕ-1Е=п-ЕА. АС. 
Наконец, по предыдущей теореме 
>, ([Е?)=п- НА: СА==п(АСб?+ АС. СН). 
Следовательно, 
>»(КЕ”) =п[ЕА* -+-2ЕА. АС + АС? АС. СН]==: 
—=п(ЕС*-+- АС. СН], 


что и требовалось доказать. 
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Во всех других случаях (фиг. 75 и 76) 
У(ЕК?) = Х (Кл) —2КЕ ЕЕ + ГР = 
—п' ЕД? —2ЕА. АС-+ АС*- АС. ВН} 
но во всех этих случаях 
ЕА*—2ЕА. АС + АС`=ЕС", 
Следовательно, опять 
> (ЕК?) =п!ЕС*-+ АС. СН}, 


и теорема доказана. 


Фиг. 76. 


Отсюда следует, что прямоугольник АС.-СН имеет 
всегда ту же величину, безразлично подымается ли клин 
в одну или другую сторону, т. е. независимо от того, ка- 
кую из двух касательных, параллельных АЁ, мы используем 
для построения, т. е. АС первого случая относится к АС 
второго случая, как СН второго случая к СН первого слу- 
чая. Из теоремы УП этой части следует, что объем клина, 
определенного АЁ, пропорционален АС. Следовательно, 
объемы, получающиеся в одних случаях, обратно пропорцио- 
нальны соответствующей величине СН. 

Далее видно, что при данном С и субцентрике, соответ- 
ствующей клину одной из двух параллельных касательных, 


известна и субцентрика другого клина, соответствующего. 
второй параллельной касательной. 
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Предложение Х 


Сохраним построение предыдущей теоремы, но пусть 
теперь прямая ЕД (фи-. 77) проходит через иентр тя- 
жести С фишры АВС; если мы разделим снова фицру на 
чрезвычайно малые равные части и из каждой части 
опустим перпендикуляр на Е), то теперь сумма квадратов 
длин всех этих перпендикуляров равна произведению из 
числа частии на прямоугольник АС. СН. 

Это очевидно, так как в данном случае ЕЦ? =0. 


Предложение Х] 


Пусть опять выполнены условия предпоследней теоремы, 
но пусть теперь (фиг. 78) РЕ есть ось фишры АВС, де- 


р 
[ 6 
А 
[ 6 
р 
Фиг. 77 Фиг. 73 


лящая ее на две равные и подобные части. ГЛусть иентр 
тяжести половина РАР фишры отстоит на ГЦ от пря- 
мой Е) и пусть СХ есть субиентрика клина, построен- 
ного на основании этой половины фишры с использованием 
самой прямой. Е), тозда!* 


Ха. СИ= АС. СН. 
Если половина фигуры разделена на п частей, следова- 


тельно вся фигура на 2п частей, то по теореме УШ этой 
части 


пХС. СИУ=У 4, 
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где ‹{— расстояние одной части от ДЁ и суммирование рас- 
пространяется на половину фигуры РАД. 
Для всей фигуры АВС имеем: 


2п - ХС. СИ= У’, 


где 4 имеет то же значение, что прежде, но суммирование 
распространено на все части фигуры АВС. 
По предыдущей теореме 


У 42=29п. АС. СН. 
Следовательно, 


ХС. СН-=АС. СН, 


что и требовалось доказать. 


Предложение ХИП 


Дано произвольное число точек в плоскости. Описываем 
произвольный круё вокруг их центра тяжести. Соединяем 
произвольно выбранную точку 
на окружности круга со всеми 
данными точками, тозда сум- 
ма квадратов длин этих со- 
единительных линий имеет 
вседа одно и то же значе- 
ние. 

Пусть (фиг. 79) А, В, С, р— 
данные точки, Ё--их центр 
тяжести или центр тяжести 
ряда одинаковых тел, которые 
мы мыслим на их местах. Во- 
круг Ё описан круг произволь- 
ного радиуса. На окружности 
берется произвольная точка, например Ё, и соединяется 
с данными точками. Я утверждаю, что сумма квадратов длин 
соединительных линий имеет всегда одно значение, независимо 
от того, где бы на окружности ни находилась точка АЛ. 
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Начертим две взаимно перпендикулярные линии СН и 
СК так, чтобы все наши точки были бы по одну сторону 
от каждой; из каждой точки опускаем перпендикуляры на 
обе прямые АЛ и АК, ВМи ВО, СМи СР, РОН и РО. 
Из центра тяжести Ё и из точки ГР опускаем перпендику- 
ляры только на одну прямую: ЁА и 25. Кроме того, на 
прямую А» опускаются перпендикуляры АГ, ВХ, СУ, РЕ 
и, наконец, из Ана ЕЮ — перпендикуляр РГ. Введем обо- 
значения: 

А. =а; АК=е; радиус ЕЁЕ=2; 
ВМ=6; ВО = р (5 =х. 
СМ=с; СР = 8; 
ОН=а; БРО=в; 


Обозначим число точек через 0. 
Ввиду того, что Ё— центр тяжести всех точек, мы по. 
предложению П этой части имеем уравнение: 


ЕВ — АЕ ВМС РН арена. 


Равным образом, по той же причине, перпендикуляр, опущен-- 
ный из Е на СК, или длина ЮС, равна 


АК+- ВО+-СР- РО _ е+-уз-й 
0 о 


Обозначим 
ан ена=[ ену+яжнА=т. 
Имеем 


ЕК=%; Юб= 


> 


Так как С5==х, то 


5 =ЕТ=х —-5 ИЛИ .—х, если СЮ больше (5. 


Во всяком случае 
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Вычитая это из АЁ?==2”, имеем 


ГЕ? == 2? — 2х. — (5); 


ТЕ 2 —х = 2х ° — (=). 


Мы имели 


поэтому 


где длина ГА для краткости’ обозначена через и. 
Определим теперь сумму всех квадратов 


ЕКА? -н ЕВ? -н ЕС? -н ЕДЕ. 
Имеем 
АЕ? —= АИ?-н ИЁ?. 
Но 
АГ= ИК — АК =х-—е, или е—-х 
и 


АУ? = х? — ех + е*. 
ГЕ= 5 — И5 =/5 — А =ур— а, или а— ци. 
А = и —2ау-на". 
Сложив АВ? и ИЁР?, находим 
АР — х? — 2ех + е*-+ у" — ау + а’. 


Таким же способом находим ЕВ?, ЕРС?, Ее. 
Расположив квадраты по порядку, находим 
КА? = х? — дех-+ е? + у? — 2ау + а?; 
ЕВ? — х— Ох Р-н у? — у -н 6; 
ЕС = х*— ох - 9+ у? — су -н с?; 
ЕР = х— 2Ах-н А? 92 — Зау-+ «г. 
Положим 
Ра Ри? 
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и 
а? 6+ с -+ а =". 


Тогда 
ЕА* -- ЕВ? -н ЕС? -н ЕД? -= 9х" — Этх + п? -н ду? — 21 -+ 22, 


так как 0 есть число точек, следовательно, и число квадра- 
тов, и мы ввели обозначения 

ее й=т; 

анбжс-н а=Г[Г. 


Подставим теперь вместо у его значение, 


Тогда 
2 _Ё ни о хт т” о 2 т? 
8 х-н2 о — = + 82 9х + 2хт — -— 
и 
«АИ 22 — енот т. 
9 в — 0 2 
Следовательно, 
бу А + 0? — 0х +0 т" 
уу = — у + 02° — 6х + 2хт — 
Для суммы четырех квадратов получаем 
т? +8 


КА? + ЕВ? ЕС*-- ЕР = 927 п? —— 


Все величины справа от знака равенства известны. Мы 
получим для суммы квадратов всегда одинаковую величину, 
где бы на окружности ни находилась точка А. 

Пусть теперь данные весомые точки имеют различные, 
соизмеримые между собой веса. Например, веса точек ДА, 
В, С, О, могут относиться друг к другу, как 2:3:4:7. Мы 
ищем опять их центр тяжести. Описываем около него круг, 
берем точку на окружности и соединяем ее с данными точ- 
ками. Тогда я утверждаю, что сумма квадратов длин соеди- 
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нительных линий, умноженных на веса соответственных точек, 
имеет всегда одно значение, независимо от положения вы- 
бранной на окружности точки. В нашем примере 


2 АЕ? 3ЗВЕ?-+ АСЕ 7ПЕ. 


Это следует из предыдущего доказательства, надо только 
представить себе точки многократными. В А соединены две 
точки, в Б—три точки, и так далее. 

Все точки одинакового веса. 


Предложение ХШ 


Пусть плоская фишра или кривая, расположенная 
в одной плоскости, подвешивается то в одной, то в дру- 
гой точке, но только в точках, 
лежащих в этой плоскости и все- 
гда одинаково отстоящих от иен- 
тра тяжести фицры или кривой, 
то фицура или кривая при боковых 
колебаниях всегда изохронна сама 
с собой. 

Пусть АВС (фиг. 80) — плоская 
фигура или кривая; [)— ее центр 
тяжести; опишем вокруг 1) в плоско- 

Фиг. 80. сти фигуры круг ЕСЁ. Я утвер- 

ждаю, что при подвешивании в лю- 

бой точке окружности ЕСГ, например, Ё, С или С, наша фи- 

гура, колеблясь в своей плоскости, будет всегда изохронна 
самой себе или одному и тому же простому маятнику. 

Пусть сначала Е будет точкой подвеса. Если эта точка 
находится вне нашего тела, то надо представить себе ее 
жестко соединенной с телом невесомой линией ЕН. 

Разделим мысленно наше тело на равные малые части 
и соединим центр тяжести каждой части с ЕЁ, тогда, оче- 
видно, все эти соединительные линии будут перпендикулярны 


К 
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к оси колебаний, если фигура колеблется в своей плоскости. 
По теореме \У|! этой части мы найдем длину КЁ, простого 
маятника, изохронного с нашим маятником, если образуем 
квадраты длин всех этих соединительных линий и сумму 
этих квадратов разделим на произведение длины ЁД на число 
частей, на которое разделен маятник. Если маятник подве- 
шен в С, то (по теореме УГ) опять найдется длина простого 
маятника, изохронного с данным, если соединить каждую 
часть с С и образовать сумму квадратов соединительных 
линий и разделить ее на произведение расстояния СД на число 
частей, на какое разделено тело. Но С и Ё лежат на 
круге с /) в центре, где Д— центр тяжести маятника АВС. 
Следовательно, по предыдущей теореме сумма квадратов 
соединительных линий будет одна и та же, независимо от 
того, какая точка на окружности будет взята. 

Знаменатели, на которые мы делим сумму квадратов 
в обоих наших случаях, равны. Следовательно, при подвесе 
в С мы получим ту же длину КЁ для изохронного простого 
маятника, как и при подвесе в А. 

Ту же длину КГ мы получим при подвешивании маятника 
в С или любой другой точке окружности, и теорема дока- 
зана. 


Предложение ХГУ 


Дано тело и прямая неопределенной длины, которая 
или вся лежит вне тела, или пересекает езо; представим 
себе мысленно тело разделенным на равные малые части 
и из каждой части опустим перпендикуляр на данную 
прямую. Требуется вычислить сумму квадратов длин всех 
этих перпендикуляров или найти фишру, плошадь кото- 
рой, будучи помножена на число частей, дала бы назван- 
ную сумму крадратов.1 

Пусть (фиг. 81) АВСР— данное тело. Данная прямая 
проходит через Ё перпендикулярно к плоскости чертежа. 
Прямая или пересекает тело или целиком лежит вне тела. 


10* 
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От каждой малой части, на которые разбито тело АВС, 
например от А, опустим перпендикуляр на данную прямую, 
как, например, РЁ; и надо вычислить сумму квадратов длин всех 
этих перпендикуляров. Пересечем фигуру плоскостью ЕЁАС, 
проходящей через заданную прямую и через центр тяжести 
фигуры. Проведем через заданную прямую Ё вторую плоскость 


Фиг. 81 


ЕС, перпендикулярную первой плоскости. Для каждой малой 
части будет справедливо уравнение РЁ?—=АС?*-н ЕН?*, где 
РС и ЕН — перпендикуляры, опущенные из Ана обе, ранее 
определенные плоскости ЁС и ЕС (теорема 47 первой книги 
Эвклида). Если мы можем вычислить сумму квадратов пер- 
пендикуляров, опущенных из всех частичек на плоскость 
ЕС, и сумму квадратов перпендикуляров, опущенных из всех 
частиц на плоскость ЁС, то мы будем знать и сумму квад- 
ратов перпендикуляров, опущенных из всех частиц на пря- 
мую, проходящую через ЁР. 
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Первая из двух сумм вычисляется следующим образом. 

Рядом с телом АВС располагаем плоскую фигуру 
ООР, имеющую ту же высоту, что и наше тело. Очертания 
фигуры определяются из следующих соображений. Парал- 
лельным плоскостям ММ, ММ, ит. д., пересекающим тело, 
У фигуры соответствуют линии (хорды) ОО, АК, ..., пере- 
секающие плоскую фигуру. Пусть длины получающихся 
хорд находятся между собой в том же отношении, как и 
площади соответствующих сечений тела, т. е. ОО:ЮА== 
— ММ: №ММ№. Затем представим себе, что плоская фигура 
разделена на то же число мелких частей, как и тело, 
тогда в каждом участке плоской фигуры, например ООАК, 
будет находиться столько же частей, как в соответствую- 
щем участке ММ/М№М тела. 

Следовательно, сумма квадратов перпендикуляров, опу- 
щенных из частей фигуры ООР на плоскость АС, будет 
равна сумме квадратов перпендикуляров, опущенных из 
частей тела на ту же плоскость ЁС. Первая сумма квадра- 
тов известна, если в фигуре ООР и в клине, на ней постро- 
енном, дано то, что требуется для предложения [Х этой 
части. Когда это дано, то известна и сумма квадратов пер- 
пендикуляров, опущенных от всех частей тела АВСШР на 
ЕС. 

Теперь начертим вторую плоскую фигуру 5УТА, имею- 
щую ту же ширину, что и тело АВС, т. е. лежащую 
между плоскостями ВУ и ДА, касающимися тела и парал- 
лельными ЕАДС. В соответствии с пересекающими тело 
параллельными плоскостями КА, [.[., нашу фигуру будут 
пересекать хорды ИЙ, ХХ, ит. 4.; пусть эти хорды имеют 
между собой то же отношение, как и площади сечений. 
Тогда опять сумма квадратов всех перпендикуляров, кото- 
рые можно опустить из отдельных точек 5 УТАЯ на прямую 
5Г. будет равна сумме квадратов всех перпендикуляров, 
опущенных из частей тела на плоскость АС. Первая сумма 
будет известна, если известно расстояние центра тяжести 
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фигуры 5ГУЙ от прямой ВУ или ОЙ и расстояние, на 
которое отстоит от той же прямой центр тяжести клина. 
построенного при использовании той же прямой (по предло- 
жению [Х этой части). Если фигура 5УТГА симметрична и 
5Г— ось фигуры 5УТА, то искомая сумма квадратов будет 
известна, если даны расстояния, на которые отстоят от 
57 центр тяжести половины 5ЙТ фигуры и центр тяжести 
клина, построенного на этой половине, с использованием 
той же оси (по предложению Х|! этой части). Если эти 
отрезки даны, то известна сумма квадратов всех перпенди- 
куляров, опущенных из отдельных частей тела АВС на 
плоскость ЕЁАС. Но мы нашли также сумму квадратов всех 
перпендикуляров, опущенных из отдельных частей АВС на 
плоскость ЕС. Следовательно, известна и сумма этих двух 
сумм, т. е., как показано выше, сумма квадратов перпенди- 
куляров, опущенных из отдельных точек тела на данную, 
проходящую через Ё прямую, перпендикулярную к плоскости 
рисунка. Это и есть задача, которую надо было решить. 


Предложение ХУ 


Примем те же условия, как и в предыдущем предложении 
но пусть на этот раз у фищры 5УТА, пропорциональной 
телу АБВСР (физ. 81), не известно расстояние центра 
тяжести от касательной ВУ или ПА, или не известна 
субиентрика клина, построенноо на фишре 5ТТЕ 
с использованием прямой ВУ или прямой 07; зато для 
начерченной рядом с телом АВСР пропорциональной 
фишры ОЭР дано ФР — расстояние, на которое иентр 
тяжести половины фишры ОРТ (фиг. 82) отстоит от 
оси фицры ОР. ТГозда возможно определить сумму квад- 
ратов всех перпендикуляров, опушенных от отдельных 
малых частей тела на плоскость ЕС. Но только все 
фишры сечений ММ, ММ и т. д. должны быть подобными 
фицрами и иентры тяжести всех фишр должны лежать 
в плоскости ЕС, как это имеет место у цилиндра, пира- 
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миды, конуса и мноих друих тел. И для каждой фицры 
должно быть известно расстояние иентра тяжести от 
одной из касательных, параллельных оси колебаний, а 
такме субиентрика клина, который можно построить на 
фицре с использованием той же касательной. 

Пусть (фиг. 82) ВО представляет наибольшее из сечений. 
Вообразим прямую че- 
рез В, параллельную 
оси колебаний Ё, т. е. 
перпендикулярную пло- 
скости рисунка, тогда 
должны быть известны 
расстояние центра тя- 
жести фигуры сечения 
от этой линии, т. е. 
отрезок ВС и субцен- 
трика клина, построен- 
ного над фигурой се- Фиг. 82. 
чения с использованием 
как раз этой прямой, проведенной через Б. Пусть эта суб- 
центрика есть ВК. 

Разделим РУ в А пополам и определим площадь так, 
чтобы @ так относилось к площади прямоугольника со 
сторонами ВС и СК. как РФ к АР. 

Тогда я утверждаю, что эта площадь &, помноженная 
на число частей, на которые разделено тело, представляет 
искомую сумму квадратов расстояний этих частиц от плос- 
кости ЁС.17 

Действительно, сумма квадратов перпендикуляров, опу- 
щенных из отдельных частей сечения ВО на плоскость ЕС, 
проходящую через центр тяжести сечения, или сумма квад- 
ратов перпендикуляров, опущенных из отдельных малых 
частей объемной зоны ВМ№ММО на ту же плоскость, несо- 
мненно равна произведению ВС. СК на число названных 
частиц (по предложению Х этой части). 


152 Х. Гюйзенс 


Представим себе подобным же образом прямую, прове- 
денную через /М параллельно оси Ё, пусть центр тяжести 
сечения Л№/Л отстоит от этой прямой на М№Х и пусть клин, 
построенный на этом сечении с использованием как раз этой 
прямой, имеет субцентрику М№Ё; тогда квадраты перпендику- 
ляров, опушенных из отдельных частей фигуры сечения М№/М 
на плоскость ЁС, или квадраты перпендикуляров, которые 
можно опустить на ту же плоскость из отдельных частей 
объемной зоны ММММ, дадут сумму, равную произведению 
прямоугольника МХ. ХР на число частиц, на которые разде- 
лено сечение ММ или объемная зона МММ№. Но ВР разде- 
лено в Си К в том же отношении, как №№ в Хи РР; следо- 
вательно: 


(ВС.СК): (МХ.ХЕ) = ВБР: М№. 


Число частей в сечении ВР относится к числу частей 
в сечении М№/М, как площади самих этих фигур, т. е. как 
ВР? к М№. Поэтому произведение из прямоугольника ВС. СК 
на число частей фигуры ВЛ относится к произведению 
из прямоугольника МХ.ХЁ на число частей фигуры ЛМ, как 
Вр*: М\, т. е. как ГИ?: АА? в пропорциональной фигуре. 

Таким образом, сумма квадратов перпендикуляров, опу- 
щенных из зоны В ММО на плоскость ЕС, относится к сумме 
квадратов перпендикуляров, опущенных из зоны МММУ\У, 
как ИГ?: РЕ?. Таким же образом можно показать, что и 
в других зонах тела АВС сумма квадратов перпендикуля- 
ров, опущенных из всех отдельных частей зоны на плос- 
кость ЁС относятся друг к другу, как квадраты хорд 
фигуры ОГГ, которые соответствуют основаниям соответ- 
ствующих зон. Представим себе тело, составленное из такого 
же числа зон, как тело АВСР, но у которого каждая зона 
равна наибольшей зоне АВСЛ, т. е. представим себе 
цилиндр или призму В05,5, имеющую то же основание ВБР 
и ту же высоту В5, как тело АВСР. Тогда сумма квадра- 
тов перпендикуляров, опущенных из всех частей всех зон 
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тела АВС на плоскость ЕС, будет относиться к соответ- 
ственной сумме квадратов нового тела, как сумма ИИ? 
=АЮ?-н 00° к сумме такого же числа членов, которые все 
равны ИТ?, т. е. как объем тела, полученного вращением 
фигуры ОГУ вокруг оси ОР к объему цилиндра ИТУ©, 
имеющему то же основание и ту же высоту. Но объемы 
таких тел вращения относятся, как произведения из площади 
фигуры, при помощи которой образовано тело вращения, 
на расстояние центра тяжести этой фигуры от оси враще- 
ния, 108 т. е. 


(объем) тела вращения ОГИ _ площадь фигуры ОРУ:РФ 
объем цилиндра ИФ прямоугольник РИФО.РА 


Площадь фигуры ОРУТ относится к площади прямо- 
угольника РИУФО, как тело АВСЛР к цилиндру или призме 
ВО55, т. е. как число частиц, содержащихся в теле АВСО, 
к числу частиц, содержащихся в призме ВО5$5. А по постро- 
ению 2® — площадь 2 , 

РА — прямоугольник ВС. СК’ 
ношения, то получится следующий результат. Сумма квад- 
ратов перпендикуляров, опущенных из всех частей тела 
АВСР на плошадь ЕС, относится к сумме квадратов пер- 
пендикуляров, опущенных из всех частей цилиндра или 
призмы В[)55 на ту же плоскость, как произведение из 
площади фигуры С и числа заключенных в теле АВС. 
отдельных малых частиц к произведению из площади 
ВС-СК и числа отдельных частей, заключенных в цилиндре. 
В этой пропорции равны знаменатели с обеих сторон, так 
как по предложению Х этой части произведение прямоуголь- 
ника ВС-СК на число частей, заключенных в зоне ВММО, 
равно сумме квадратов всех перпендикуляров, которые 
можно опустить из отдельных частей этой зоны на плос- 
кость ЕС; а отсюда и произведение из того же прямоуголь- 
ника ВС-СЛ на число частиц, заключенных в цилиндре или 
призме, равно сумме квадратов всех перпендикуляров, кото- 


если вставить эти соот- 
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рые можно опустить из всех отдельных частей призмы или 
цилиндра на плоскость ЁС. Так как в пропорции знамена- 
тели равны, то будут равны и числители, т. е. сумма квад- 
ратов перпендикуляров, спущенных из отдельных частей 
тела АВС на плоскость ЕС равна произведению площади 
фигуры @& на число частей, на которое можно разделить 
тело АВСЛ (по теореме 14 У книги Эвклида), что и требо- 
валось доказать. 

При этом необходимо отметить следующее. Ёсли тело 
АВР есть тело вращения с осью АС, то прямоугольник 


ВС-СК всегда равен 4 ВС?, так как субцентрика ВК клина, 


построенного на круге ВЛ) с использованием касательной в В, 


равен 5 ВС. Если, кроме того, РИ= ВС, то 


ВС.СК = РА? 
и так как 
2 __ РФ 
ВС.СК` АР’ 


то подстановкой получается 
И — РФ .АР. 


Таким образом, в этом случае сумма квадратов перпендику- 
ляров, опущенных из отдельных частей тела АВС на 
плоскость ЕС, равна произведению РФ-РА, помноженному 
на число частиц, на которое разложено тело. 


Предложение ХУ![ 


Если какой-либо маятник: линию, плоскость или тело 
подвешивать в разных точках, но всегда так, чтобы оси 
колебаний были параллельны между собой, и всезда на том 
же расстоянии от центра тяжести маятника, то маят- 
ник при всех подвешиваниях остается изохронным самому 
себе. 
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Пусть АВСР (фиг. 83) представляет какой-либо маят- 
ник." Пусть его центр тяжести находится в Ё и пусть 
маятник сначала колеблется около оси, проходящей через Л’, 
перпендикулярно к плоскости рисунка, тогда площадь 
рисунка совпадает с плоскостью колебаний. Опишем около 
Ё круг радиусом ЕР и возьмем на окружности круга любую 
точку, например Н. Вообразим, что 
‘маятник теперь подвешен в Н к оси, Е 
также перпендикулярно плоскости ри- 
сунка, и, следовательно, колеблется 
опять в плоскости рисунка. Я утвер- 
ждаю, что период этих колебаний тот 
же, как и при подвешивании в /. 

Мысленно разобьем маятник на 
очень малые равные частицы. Из каж- 
дой частицы опустим перпендикуляр 
на плоскость колебаний. Так как при Фиг. 83. 
обоих подвешиваниях плоскость коле- 
бания та же, то и основания перпендикуляров окажутся в тех 
же точках этой площади. Пусть это будут точки А, В, С, О. 

Так как Е-— центр тяжести маятника, то маятник, 
в случае вращения около оси, проходящей через Ё перпен- 
дикулярно к плоскости рисунка АВСО, будет в равновесии 
в любом положении. 

Если приписать всем точкам, указанным в плоскости 
АВС, одинаковую тяжесть, то и их общий центр тяжести 
будет в точке Ё, как легко видеть. Если же, как это легко 
может случиться, несколько оснований перпендикуляров 
совпадут в одной точке, то надо считать в этой точке сов- 
падение нескольких точек и приписать ей вес соответствен- 
ной кратности. После этого, очевидно, центр тяжести опять 
окажется в точке 2.11 

Если соединить все означенные точки с Ё, то сумма 
квадратов длин соединительных линий будет равна сумме 
квадратов длин перпендикуляров, опущенных из всех отдель- 
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ных частиц маятника на ось колебания, проходящую через 
Г, так как длины, квадраты которых надо суммировать, 
будут в обоих случаях одинаковы. Точно так же в случае 
прохождения оси колебаний через Н сумма квадратов всех 
отрезков, соединяющих отдельные точки фигуры АВСР с Н, 
будет равна сумме квадратов всех перпендикуляров, опу- 
щенных из всех отдельных частиц маятника, на ось враще- 
ния, проходящую через Н. 

В обоих случаях длина изохронного простого маятника 
получается, если разделить сумму квадратов отрезков, соеди- 
няющих упомянутые точки с соответствующей осью, на 
произведение длины ЁЁР или ЕН на число частей, на кото- 
рое поделен маятник. Но сумма квадратов отрезков в обоих 
случаях одна и та же (по предложению ХИП этой части), 
равны также ЁР и ЕН и число частиц остается тем же. 
Поэтому и результат действий в обоих случаях одии и тот 
же, т. е. длина простого маятника, изохронного с нашим 
составным, одна и та же, будет ли составной маятник под- 
вешен в Н или Г. И теорема доказана. 


Предложение ХУ\УП 


Представим себе наш маятник разложенным на ряд 
очень маленьких одинаковых частии; пусть из каждой 
частицы опушен перпендикуляр на ось колебаний; пусть 
дана плоская фишра, плошадь которой, будучи помножена 
на число указанных частиц, дает сумму квадратов длин 
указанных перпендикуляров; тозда длина простозо маят- 
ника, изохроннозо с нашим, получается путем деления 
(плошади) упомянутой плоской фишры на расстояние 
между иентром тяжести маятника и езо осью колебаний. 

Пусть АВС (фиг. 84)— наш маятник, Ё — его центр 
тяжести, ось колебаний проходит через Ёи перпендикулярна 
к плоскости рисунка. 

Мысленно разделим маятник на очень большое число 
равных очень малых частей и из каждой частицы опустим 
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перпендикуляр на ось вращения. Пусть Н — фигура, пло- 
щадь которой, будучи умножена на число частиц, равна 
сумме квадратов указанных перпендикуляров. Пусть 


Я утверждаю, что РС — длина простого маятника, изохрон- 
ного с нашим, колеблющимся около оси, проходящей через А. 
Действительно, по теореме У[ этой 
части сумма квадратов отрезков пер- 
пендикуляров от частицы до оси, разде- 
ленная на расстояние РЁ и на число 
частиц, дает длину изохронного простого 
маятника. Но эта сумма квадратов равна 
произведению площади Н на число ча- 
стиц. Следовательно, произведение пло- 
щади Н на число частиц, разделенное 
на произведение отрезка РЁ на число 
частиц, дает длину изохронного простого 
маятника. Или, отбросив общий множи- Фиг. 84. 
тель, имеем — длина секундного маят- 
ника получается путем деления площади фигуры Н на рас- 
стояние РА. Следовательно, ЁС есть длина изохронного 
простого маятника, что и требовалось доказать. 


Предложение ХУШ 


Представим себе наш маятник,!3 разделенным на 
очень малые равные частицы. [сть из каждой частицы 
опущен перпендикуляр на линию, проходящую через иентр 
тяжести параллельно оси колебания; пусть дана плоская 
фишра, плошадь которой, будучи помножена на число 
частиц, дает сумму квадратов длин указанных перпенди- 
куляров. Гозда величина отрезка, на который центр 
качаний ниже центра тяжести, получится путем деле- 
ния плошади фишры на расстояние между осью колебаний 
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и линией, проведенной параллельно ей через центр тяже- 
сти. 

Пусть (фиг. 85) АВСР — наш маятник; Е — его центр 
тяжести. Ось колебаний проходит через /’, перпендикулярно 
к плоскости чертежа, С — центр качаний. 

Далее предположим, что через центр тяжести проложена 
параллель к оси колебаний. Мысленно разделим маятник на 
очень малые частицы, равные между собой. Из каждой час- 


Фиг. 85. 


тицы опускаем перпендикуляр на [Г.У, параллельную оси 
через “Ри проходящую через Ё. Сумма квадратов этих 
перпендикуляров пусть будет равна произведению площади 
плоской фигуры / на число частиц. Частное от деления / 
на расстояние РЁ дает некоторую прямую. Я утверждаю, 


Т 
что тЕ==ЁС, т. е. равно расстоянию, на которое центр 


качания лежит ниже центра тяжести. 

Для совсем общего доказательства теоремы представим 
себе рядом с маятником АВСР плоскую фигуру ООР. 
У этой фигуры, если ее пересечь теми же горизонтальными 
плоскостями, как и наш маятник, отрезки между двумя 
такими плоскостями имеют то же отношение друг к другу, 
как и соответствующие отрезки нашего маятника. Отдельные 
отрезки фигуры ООР разделим на то же число частиц, как 
соответственные отрезки нашего маятника АВС. Очевидно, 
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это всегда возможно, каков бы ни был наш маятник, будь 
он линией, плоскостью или телом. Очевидно также, что 
центр тяжести /’ фигуры ООР будет находиться на той же 
высоте, как и центр тяжести маятника АВСШ. Если через Ё 
проложить горизонтальную плоскость, то она пересечет ось 
фигуры ООР в точке 5, такой, что 5Г=АЕ.1 

Как известно, по предложению У[ этой части, сумма 
квадратов перпендикуляров, опущенных из всех частиц 
маятника на ось колебаний, разделенная на произведение 
расстояния ЕЁ на число частиц, равна длине простого 
маятника, синхронного с нашим. Эту длину мы назвали РС. 
Но сумма этих квадратов, очевидно, равна сумме квадратов 
длин перпендикуляров, опущенных из всех точек маятника 
на горизонтальную плоскость, проходящую через ЕЁ, сло- 
женной с суммой квадратов перпендикуляров, опущенных 
из всех точек маятника на вертикальную плоскость, прохо- 
дящую через ось колебаний (по теореме 47 [ книги Эвклида).- 
Перпендикуляры, опущенные на горизонтальную плоскость, 
проходящую через А, равны перпендикулярам, опущенным 
из соответственной точки фигуры ООР на прямую ФР. 
Пусть О — высшая точка фигуры ООР. Проводим через О 
линию ИГ, параллельную ЭР, и вообразим себе клин, 
построенный над ООР с использованием этой прямой. 
Пусть ОН — субцентрика этого клина. Тогда по теореме [Х 
этой части сумма квадратов длин перпендикуляров, опущен- 
ных из всех частиц фигуры ООР на прямую 5Р, равна 
произведению из числа частиц на сумму прямоугольника 
ОТ.ТН и квадрата 5Т?. При этом число частиц фигуры 
ООР то же, что и маятника АВС. Что касается квадратов 
расстояний отдельных частиц от плоскости РЁ, то их сумма 
всегда одна и та же, независимо от расстояния оси [Рот 
центра тяжести Ё. Приравняем эту сумму произведению 
площади некоторой плоской фигуры @ на число частиц 
маятника АВС. Таким образом, сумма квадратов длин 
всех перпендикуляров, опущенных из отдельных частиц. 
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маятника 4ВСШ на ось Ё, равна произведению числа 
частиц маятника на сумму ОГ.ГН 5 Т*-+ 7. Если разде- 
лить эту сумму на отрезок РЁ или ЭТ, то получается 
ГС — длина простого маятника, изохронного с данным (по 
теореме У] этой части). Имеем, следовательно, 


ОТ.ТН + 57+ _ ОТ-ТН- 51-2 С 
ЕЕ — 5Т п. 
НО 


© 12 
т —=5 = А. 


Вычитание дает 
ОТ-ТН+ 2 __ ТО-ТН+ 2 ЕС 


—— 


КЕ 5Т 
Остается только доказать, что 
ОТ.ТН + 2 =1. 
Тогда будет доказано, что 


1 
== ЕС. 


Доказательство протекает следующим образом. Прола- 
гаем горизонтальную плоскость КК через центр тяжести 
маятника АВСР и проводим через центр тяжести фигуры 
ООР линию ТХ, параллельную линии ЭР. Произведение 
прямоугольника ОГ-ГН на число частиц фигуры О ЭР или 
маятника АВСШ равно сумме квадратов всех перпендику- 
ляров, опущенных из отдельных частиц фигуры ООР на 
прямую Х 7 (по теореме Х этой части), и, следовательно, равно 
сумме квадратов длин перпендикуляров, опущенных из 
частиц маятника АВС на плоскость КК, так как длины 
перпендикуляров в обоих случаях одинаковы. 

Но произведение & на число частиц маятника равнялось 
сумме квадратов длин перпендикуляров, опущенных из всех 
частиц маятника на вертикальную плоскость РЁ. Также 
ясно, что сумма квадратов длин перпендикуляров, опущен- 
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ных на. вертикальную плоскость РЁ, сложенная с суммой 
квадратов длин перпендикуляров, опущенных на плоскость 
КК, дает сумму квадратов длин перпендикуляров, опущен- 
ных на проходящую через Ё ось, параллельную оси /` (по 
теореме 47 [ книги Эвклида). Следовательно, произведение 
суммы ОГ.НТ-+ на число частиц маятника АВСР равно 
сумме квадратов длин перпендикуляров, опущенных из всех 
частиц маятника на указанную, проведенную через Ё пря- 
мую. Но раньше мы установили, что произведение площади / 
на то же число частиц равно сумме квадратов тех же пер- 
пендикуляров. Следовательно, 


1= ОГ. ТН -н й, 


что еще оставалось доказать. 

Отсюда снова получается то, что доказано в теореме ХУТ, 
а именно, что любой маятник остается изохронным самому 
себе при качаниях вокруг разных осей, лишь бы эти оси 
были параллельны друг другу и отстояли от центра тяжести 
на одно и то же расстояние. В самом деле. Пусть маятник 
качается около оси Рили около параллельной ей оси Д.. 
Если проложить через Ё линию, параллельную обеим осям А` 
и [, то очевидно, что сумма квадратов длин перпендикуля- 
ров, опущенных из всех частиц тела на эту прямую, неиз- 
менна. Следовательно, и площадь /, которая, будучи умно- 
жена на число частиц, дает эту сумму квадратов, так же 
одна и Та же в обоих случаях. Но если разделить эту пло- 
щадь / на расстояние центра тяжести от оси колебаний, 
которое также принимается одинаковым в обоих случаях, то 
получается расстояние от центра тяжести до центра качаний, 
лежащего ниже центра тяжести. Следовательно, и последнее 
расстояние в обоих случаях одинаково. Пусть, например, 
при колебании вокруг оси [, это расстояние равно ЁЕУ, 
тогда 


ЕУ=ЕС. 
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Следовательно, У=РС, и следовательно, при обоих спо- 
собах подвеса тот же простой маятник будет изохронен 


маятнику АВС. 


Предложение ХХ 


Если один и тот же маятник подвешивается один раз 
на более коротком, дрлой раз на более длинном подвесе, 
то расстояния иентра качаний от 
С центра тяжести обратно пропор- 
ииональны расстояниям от иентра 
тяжести до оси колебаний. 18 
В Пусть (фиг. 86) А — центр тяже- 
сти маятника. Ось колебаний прохо- 
дит один раз через В, другой раз 
через С. 
Центр качаний находится в первом 
случае в Ш), во втором в Ё. Тогда я 
утверждаю, что существует пропор- 
ция 
ВА: СА=ЕА:ЛРА. 
Длина АЛ, на которую центр ка- 
Фиг. 86. чаний ниже центра тяжести, находится 
путем деления на длину АВ площади 
фигуры, определяемой следующим путем. Площадь фигуры, 
будучи помножена на число весьма малых частиц, на кото- 
рые надо мысленно разделить маятник, дает сумму квадра- 
тов расстояний от оси А, параллельной оси В (по предыду- 
щей теореме). Отсюда площадь фигуры равна прямоуголь- 
нику ВА. АЛ. Если ось проходит через С, то мы найдем 
расстояние ДЁ, разделив площадь той же фигуры на рас- 
стояние С.А; следовательно, площадь фигуры равна также 
прямоугольнику СА. ДЕ, т. е. оба прямоугольника равно- 
велики. 


ВА. Ар=<сА. АЕ 
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ВА __ АЕ 
СААР’ 
что и требовалось доказать. 

Отсюда следует и другое. Если для маятника известны 
положение центра тяжести и длина простого маятника, изо- 
хронного с ним при определенной оси колебания, тогда и 
для любого другого более длинного или короткого подве- 
шивания известна длина изохронного простого маятника, 
пока плоскость колебаний одна и та же. 


Предложение ХХ 


Центр качаний и подвес (ось колебаний) можно поме- 
нять местами. 

На предыдущей фигуре (фиг. 86) Р есть центр кача- 
ний, если В есть ось колебаний. Если повернуть соотно- 
шение и сделать ) осью колебаний, то В станет центром 
качаний. 


Это непосредственно следует из предыдущей теоремы.!17 


Предложение ХХ] 


Как находят иентры качаний плоских физур. 

Если усвоено то, что пока доказано, то нетрудно найти 
положение центра тяжести для большинства фигур, рассмат- 
риваемых в геометрии. Мы начнем с плоских фигур. Для 
них мы определили два вида колебаний. Колебания вокруг 
оси, лежащей в плоскости фигуры, и колебания вокруг оси, 
перпендикулярной плоскости фигуры. Первые колебания мы 
назвали плоскими, вторые — боковыми. 

Пусть фигура производит колебания первого вида, т. е. 
вокруг оси, лежащей в плоскости фигуры. На фиг. 87 и 88 
ВСР— плоская фигура. Ось вращения ЕР. Тогда проводят 
к фигуре касательную ОДО, параллельную ЁРЛ, и при помощи 


1]* 
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нее строят клин. Мы считаем известными расстояние АД от 
центра тяжести фигуры до касательной и субцентрику ОН. 
Тогда центр качаний маятника ВОС найдется при помощи 
уравнения 
АК— РА. АН | 
ЕА 

Здесь ДК отрезок, показывающий, насколько центр ка- 
чаний лежит ниже центра тяжести. 

Этот результат следует из таких соображений. Ёсли про- 
вести через центр тяжести А 
линию ВАС, параллельную оси 
колебания ЕР, то произведе- 
ние прямоугольника ДА. АН 


Е 


И 2 1 


Фиг. 87. Фиг. 88. 


на число частиц фигуры ВС) равно сумме квадратов длин 
перпендикуляров, опущенных из всех частиц маятника на 
прямую ВАС (по предложению Х этой части). Следовательно, 
если разделить прямоугольник ДА: АН на длину РА, то 
по предложению ХУ\УШ этой части, получится отрезок АК, 
показывающий, насколько центр качаний ниже центра 
тяжести. 

Отсюда следует, что при совпадении оси колебаний с ДО 
Н становится центром качаний и что в этом случае длина 
простого маятника, изохронного с ВСО, просто равна суб- 
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центрику клина, построенного на нащей фигуре с использо- 
ванием прямой /)/) как касательной. !13 

Один только этот факт был уже ранее замечен другими, 
но не был доказан. 120 

Я не хочу здесь разбирать вопрос, как определяется 
центр тяжести построенного на плоской фигуре клина. Это 
во многих случаях уже известно. Например, если фигура ВСР 
есть круг, то расстояние ОН равно 5/, поперечника.!?! 

Если же фигура есть прямоугольник, то ДОН =", его 
длины.122 

Отсюда одновременно получается, что тяжелая линия, 
подвешенная за один конец, изохронна простому маятнику, 
длина которого равна *°. длины линии. Надо только рас- 
сматривать такую линию как прямоугольник чрезвычайно 
малой ширины. 

Если фигура — треугольник с вершиной, обращеной вверх, 
то ОН=3/, высоты; если вершина обращена вниз, ОН равно 
половине высоты.123 

Следует заметить, что доказанное в теореме ХУ! отно- 
сится и к тому виду движения плоской фигуры, который мы 
теперь рассматриваем. Именно, если давать фигуре ВСР 
(фиг. 87 и 88) разные положения, вращая ее вокруг оси ВАС 
так, что фигура будет расположена то горизонтально, то 
косо, все-таки длина изохронного простого маятника будет 
одна и та же, пока ось колебаний ЕЁ неизменна. Это сразу 
видно из теоремы. 

Пусть теперь плоская фигура колеблется вокруг оси, 
перпендикулярной к ее плоскости, т. е. совершает по на- 
шим обозначениям, боковые колебания. Например, пусть 
фигура ВСО (фиг. 89 и 90) колеблется вокруг оси, прохо- 
дящей через точку А, перпендикулярно к плоскости ри- 
сунка.124 

В этом случае надо использовать не только клин, который 
можно построить на плоской фигуре, используя линию ОО, 
касательную в наивысшей точке фигуры, но еще и второй 
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клин, построенный при помощи линии БО, касающейся фи- 
гуры сбоку и перпендикулярной к касательной ОО.!?° 
Необходимо знать кроме центра тяжести Д фигуры и 
субцентрики НД первого клина, еще субцентрики В/, второго 
клина. Тогда будут известны и прямоугольники ДА. АН и 
ВА- АГ, сумма которых дает площадь, которую мы впредь 
будем также называть прямо- 
угольником колебаний. Этот 
прямоугольник, будучи поде- 
лен на длину АР, дает АК — 


Фиг. 89. 


отрезок, показывающий насколько центр качаний К лежит 
ниже центра тяжести 


АК—2РА-АН-+ ВА. АЁ, 


ЕА 

Если ГА — геометрическая ось фигуры, то можно вместо 
клина, построенного на всей фигуре с использованием каса- 
тельной ВО, построить клин на половине фигуры с использо- 
ванием прямой ОМ. Если ОЛ — субцентрика этого клина, 
МА — расстояние центра тяжести фигуры ОВМ от прямой ОМ, 
то 

ОА. АМ= ВА. АГ 

(по предложению Х| этой части). Тогда мы можем написать 


_ ОА. АМ+рРА.АН 
т Уи 
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Доказательство этого вытекает из предыдущего. Сумма 
прямоугольников 


РА. АН-+ ВА. АР 
ИЛИ 


РА. АН-- ОА - АМ, 


помноженная на число частей фигуры, равна сумме квадра- 
тов расстояний отдельных частей от центра тяжести или, 
что то же самое, от параллели к оси колебаний, проведен- 
ной через центр тяжести. Следовательно, эта сумма, поде- 
ленная на ЁА, дает длину АК (по предложению ХУ\УШ этой 
части). 


Центр качаний круга 
У круга (фиг. 89), очевидно, 
РА. АН= ВА - АЕ 


РА. АН+ВА. АРо, 


если г— радиус круга.!2° 


Поэтому, если построить отрезок х так, чтобы 


ЕКА: г==г:х, 


то 


Таким образом получается расстояние от центра тяжести до 
центра качания. Если круг вращается вокруг оси, лежащей 
на окружности, то 


Таким же образом я искал центров качаний и следующих 
плоских фигур. Достаточно будет сообщить результаты. 
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Центр качаний прямоугольника 


В каждом прямоугольнике ВС (фиг. 91) прямоугольник 
[1 . 1 > 
качаний (выражение, подлежащее делению) равен 5 АС*, 


где ДС — половина диагонали прямо- 
угольника. Если подвесить прямоуголь- 
ник в одном из его углов и если он 
Г. колеблется в своей плоскости, то он 

изохронен простому маятнику, длина 


ГА 


Фиг. 91. 7 


2 
которого = 5. диагонали.!? 


Центр качаний равнобедренного треугольника 


В равнобедренном треугольнике СВО (фиг. 92) площадь, 
подлежащая делению на длину, т. е. прямоугольник колеба- 


1 
ний, есть г ВЕ 51 СЛ?, если ВЕ — высота, а СО — осно- 


вание равнобедренного треугольника.1?8 


В 
2 
Е 
ИИ. ГА 
я р 
6— 2 
6 
8 


Фиг. 92. 


- 


Пусть А — центр тяжести треугольника. Строят на одном 
конце основания /) перпендикуляр к стороне ВО, который 
пересекает продолжение высоты в точке С. Затем делят АС 
на четыре равные части; если АК — первая из них, то ВА 
АК = ВК—- длина простого маятника, изохронного нашему 
маятнику, если треугольник подвешен в своей вершине.!?% 
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Если же подвесить треугольник в середине основания Ё, то. 
] 
длина.ЕК изохронного простого маятника = > ВС.” 


Отсюда следует, что для прямоугольного равнобедрен- 
ного треугольника, подвешенного в середине основания, 
длина изохронного простого маятника равна высоте тре-- 
угольника. Если его подвесить за вершину прямого угла, 
то маятник будет изохронен тому же простому маятнику.!! 


Центр качаний параболы 


У прямого 132 сегмента параболы, ограниченного прямой, 


перпендикулярной к оси, площадь, подлежащая делению, равна 


12 2, 12 1 
175 а“ = 6", где а— отрезок оси и 6 — половина основания. 


33 
Если подвесить параболический сегмент в вершине, то. 

5 2 
длина изохронного простого маятника равна 7 а-+ -; р, где 


2 р— параметр. Если же подвесить параболический сегмент 
в середине основания, то длина простого маятника будет 


4 
т ан ра 


Центр качаний кругового сектора 


Пусть у кругового сектора ВСДО (фиг. 93) радиус ВС 
равен г, половина дуги СР равна р, половина хорды СЁ=Ь,. 
тогда выражение, подлежащее делению, равно 


1 о 4627 


1 
2 Г др’ т. е. р ВС? — ВА:. 


Здесь Д-—^ центр тяжести сегмента, тогда 


26 
ВА=-”. 
Зр 
Если сектор подвесить в центре его круга В, то длина изо-- 
Зрг 3 
хронного ему простого маятника равна Ч, т.е. д длины. 
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того отрезка, который так относится к радиусу круга, как 
дуга СЕР к хорде СР. Это выражение можно найти, вы- 
числив в соответственных клиньях субцентрики. Если по- 
строить клин на всем секторе, воспользовавшись прямой АК, 
параллельной хорде СД, то получится субцентрика 


И В К 8’—з аз, 


где а=ЕР. Если построить клин 
над половиной сектора ВЕС, вос- 
пользовавшись прямой ВЕ, то по- 


‚ р р лучается субцентрика 
36 367 у; Зр» 
Е 8 ва ва 
Фиг. 93. Можно, однако, легче найти центр 


качаний сектора другим способом, 
именно следующим образом. Пусть (фиг. 94) ВСР чрезвычайно 
малый частичный сектор сектора ВСШ, так, что его можно 
рассматривать как треугольник.!3? 

Разделим частичный сектор пополам радиусом ВМ и по- 
строим в В перпендикуляр БО к этому радиусу. Тогда 
сумма квадратов расстояний частей частичного сектора от 
точки В равняется сумме квадратов расстояний тех же частиц 
от ВЮ, сложенной с суммой квадратов расстояний частиц 
от прямой ВО. Но отношение последней суммы к предыду- 
щей больше всякой величины, так как угол СВР очень мал. 
Следовательно, суммой квадратов расстояния от ВА можно 


пренебречь по сравнению с квадратами расстояний от ВО. 


Если положить ВО=- ВЮ, т. е. если О- центр 


3 
тяжести частичного сектора и если ВМ=- ВЮ, т. е. 


если /Л есть субцентрика клина, построенного на треуголь- 
нике ВСР с использованием прямой ВО, то сумма квадратов 
расстояний частей треугольника ВСР от прямой ВО равна 
площади прямоугольника ВО. ВМ, помноженной на число 
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частиц треугольника. Это же произведение равно сумме 
квадратов расстояний частиц треугольника ВСШО от 
точки ВР.1%° Эта сумма относится к сумме, рассчитанной на 
весь сектор ВСЛ, как число частиц сектора ВСР к числу 
частиц сектора ВСР; это легко понять, так как весь сектор 
представляется разделенным на одинаковые частичные сек- 
торы ВСР. Следовательно, произведение площади прямо- 
угольника ВМ. ВО на число частиц всего сектора ВСР равно 
сумме квадратов расстояний всех частиц от точки В. Поэтому 
прямоугольник ВМ: ВО, разделенный на ВА, расстояние 
точки подвеса от центра тяжести сектора даст длину изохрон- 
ного простого маятника (по предложению ХУЙ этой части). 


Но мы имеем 0 


и, как показано выше, 


Таким образом, мы получаем для длины изохронного про- 
стого маятника то же выражение, что и раньше. 


Центр качаний круга другим способом, чем раньше 


Таким же способом можно очень легко получить центр 
качаний круга. Пусть (фиг. 95) -ССЁЕ— круг, В —его центр. 
Рассмотрим у него крайне малый сектор ВСР, как мы это 
раньше делали для сектора ВСР. Согласно нашему выводу, 
сумма квадратов расстояний всех частичек, составляющих 
частичный сектор ВСР, от центра Б равно произведению 


„1 
из площади прямоугольника ВМ. ВО, равной - г", на число 
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частичек частичного сектора. Так как весь круг составлен 
из таких секторов ВСР, то сумма квадратов расстояний 
частичек, составляющих круг, от центра 


[ 


1 
равна 5’, помноженному на число ча- 


стичек в круге. 

Но В есть центр тяжести круга. Зна- 
чит, чтобы получить отрезок, на кото- 
рый центр качания ниже центра тяже- 


1 
сти, надо =. г? разделить на расстояние 


между точкой подвеса и центром круга 
В (по предложению ХУ этой части). Это 
мы уже нашли выше другим способом. 


Центр качаний окружности 


Елще легче находится по этому ме- 
тоду центр качаний окружности. Пусть 
(фиг. 96) около центра В описан круг 
радиусом ВК. Тогда сумма квадратов 
расстояний частиц окружности от центра в 
равна произведению ВА? на число рав- 
ных частиц, на которые мысленно поде- 
лена окружность. Следовательно, ВК? 
есть выражение, которое надо делить р 
на прямую (согласно теореме ХХШ этой Фиг. 96. 
части). Если окружность подвешена в С, 

в одной из точек окружности, то изохронный простой ма- 
ятник имеет длину, равную диаметру СЁ" 


Центр качаний правильных многоугольников 


Подобным же образом находят длину изохронного про- 
стого маятника, соответствующего любому правильному мно- 
гоугольнику, например АВС (фиг. 97). Если $ — сторона 
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многоугольника и й — перпендикуляр, опущенный из центра 
многоугольника на сторону, то выражение, подлежащее деле- 


1 ] 
нию на длину, будет иметь вид 5 в 54 5. 138 


Если ищется длина простого маятника, изохронного 
с маятником, состоящим из периметра многоугольника, то 
выражение, подлежащее делению на длину, есть 


т 5°. 139 


А 
А 
( Е 
Е 
Г Е В В 
Фиг. 97. Фиг. 98. 


Построения!40 в этой теории 


Не безынтересно далее рассмотрение геометрических мест 
в этих вопросах. Пусть (фиг. 98) дана точка подвеса Аи 
длина АВ. Надо определить положения двух равных грузов 
С и р, такие, чтобы они одинаково отстояли от А и также 
от отвесной линии АВ и, при колебании вокруг проходящей 
через Д оси, перпендикулярной плоскости АСЛ, колебались 
бы изохронно простому маятнику длины АВ. Положим 
АВ=а и соединим Си Д прямой, которая пересечет ДВ 
в Ё под прямым углом. Пусть неизвестная длина АЁ=х; 
ЕС или ЕД=у. 

Тогда 


А С?== х? и. 
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Но произведение из АС? на число частей, составляющих 
грузы Си Д, равно сумме квадратов расстояний этих частей, 
от оси 4. Так как расстояние от точки подвеса до центра 
тяжести грузов = АЁ, то длина изохронного простого маят- 
ника равна 

АС? х? + у? 
АЕ х 
(по предложению ХУЙ). 

Эта длина должна равняться а 

хе у? __ 


х — а, 


92 = ах — х*. 


Отсюда видно, что геометрическим местом точек Си Р 
а 

будет окружность круга радиуса -; или РА, проведенного 
вокруг точки, являющейся серединой линии АВ. В каком бы 
месте окружности АСВШ ни находились два равных груза, 
равноотстоящих от 2, маятник всегда будет изохронен про- 
стому маятнику длины АВ. Отсюда ясно следует, что и вся 
окружность АСВО, если ее предположить имеющей вес, или 
часть окружности, симметричная относительно А или В при 
оси колебаний, проходящей через Д, будет изохронна про- 
стому маятнику длины АВ. 

Дадим теперь пример геометрического места в простран- 
стве. 

Дана твердая невесомая линия АЛ (фиг. 99). В некото- 
рой точке ее М к ней прикрепляется под прямым углом 
тяжелый стержень (или линия) ОМЁ, который делится попо- 
лам в точке М, при этом требуется, чтобы стержень, ко- 
леблясь около А, совершал колебания в своей плоскости, 
изохронные колебаниям простого маятника длины АМ. Про- 
водим через О линию, параллельную АМ, и через А линию, 
параллельную ОЁ, ови пересекаются в Н. Откладываем 


вдоль ОГ длину ОК= 01. Тогда ОЮ — субцентрика 
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клина, построенного на длине ОЁ с использованием прямой 
ОН, и АМ— субцентрика другого клина, построенного на 
ОГ, с использованием прямой АН. (Этот клин не что иное, 
как прямоугольник).'“! 

Поэтому тот прямоугольник, который был выше назван 
прямоугольником колебаний, будет просто равен ОМ- МК. 
И следовательно, это выражение, Н 
разделенное на АМ, дает длину, 
на которую центр качаний ниже 


ин 
центра тяжести, т. е. ниже М.1*? 
Положим АМ№М=а; АМ=х; 

М 


МО или МЕ = у. 


Прямоугольник 
1 > 
ОМ: МК = з9 " Фиг. 99 
р 
После деления на АМ получается 3. 


Эта величина равна МЛ, так как центр качаний маят- 
ника должен лежать в М. Мы получаем уравнение 


2 
аа 
9== \УЗах — Зх?. 


Это равенство показывает, что точки Ои ДЁ лежат на 


эллипсе, малая ось которого равна ДМ, а большая АМУЗ. 

Так как каждый стержень, параллельный ОД, концы ко- 
торого лежат на нашем эллипсе, производит колебания, изо- 
хронные колебаниям простого маятника длины АМ, то и 
вся плоскость эллипса, подвешенная в 2 и колеблющаяся 
в своей плоскости, будет изохронна простому маятнику АМ. 
Также и любая часть эллипса, ограниченная одной или двумя 
прямыми, перпендикулярными АМ. 

Приведу еще пример плоского геометрического места, 
в котором обнаруживается немало вещей, достойных вни- 
мания. Пусть (фиг. 100) АВ — невесомый стержень, подвешен- 
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ный в А, на нем дана точка В. Требуется прикрепить в В 
два одинаковых треугольника, отклоненных на равные углы 
от оси, угол треугольников при В чрезвычайно или беско- 
нечно мал. Они должны быть прикреплены так, чтобы, бу- 
дучи подвешены в А, совершали бы колебания, изохронные 
простому маятнику длины АЁ. Опустим из С перпендикуляр 
СС на АВ и положим 
АВ=а; Ар =ьЬ; ВС =х; Са = у. 


“Гогда мы придем к уравнению:1“3 


9=У 206 — 2 — Зах вх — м. 


А 
И 
Г, 
С | 
ГА [А ИИ) 
[ [2 
Фиг. 100. Фиг. 101. 


Это уравнение показывает, что основания треугольников 
Си ДО, которые здесь можно рассматривать как точки, ле- 
жат на окружности круга, так как в правой части уравне- 
ния стоит простой член — х* с коэффициентом единица. 

Если а=0, т.е. если точка прикрепления треугольников 


В совпадает с А, то уравнение принимает вид 


и=У3х—х. 


Сделаем (фиг. 101) АО=-Ь, т. е. = АГ, и опишем около 


О круг радиусом ОЛА, тогда основания треугольников 
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АС и СР будут лежать на этом круге. Каждая пара очень 
узких треугольников, простирающихся от АД до окружности 
АСМО, равных друг другу и симметрично относительно 
оси АМ№ расположенных, имеет свой центр качаний в точке 


Г. причем АД = ТАМ. 


Так как весь круг состоит из таких пар и то же имеет 
‘место для любой части круга, например АСМ), имеющей 
равные стороны АС и АД, то и весь 
круг и подобные части его будут иметь 
центр качаний в /.. 

Если же положить в полученном урав- 


8 4 
нении за=з6 или За=Б, т. е. если 


предположить, что треугольники подве- 
шены в точке В, которая делит АА по- 
полам (фиг. 102), то уравнение прини- 
мает вид 


Фиг. 102. 


и == У2а? — х?. 
Из этого уравнения следует, что круг, проведенный во- 


круг В как центра радиусом, равным ВА \2, является гео- 
метрическим местом узких оснований треугольников ВС и ВО, 
которые, будучи подвешены в 2, имеют свой центр качаний 
в С. И так как весь круг составлен из таких пар треуголь- 
ников, Так же как и любой сектор, симметричный относи- 
тельно оси ДМ, то, очевидно, и эти фигуры, будучи под- 
вешены в 2, имеют центры колебаний в С. Следовательно, 
если любой круговой сектор подвешен в точке, отстоящей 
от центра окружности на половину величины стороны 
квадрата, вписанного в этот круг, тогда длина изохронного 
с ним простого маятника равна стороне вписанного квад- 
рата. 

Таким образом, только в этом случае длина простого 
маятника, изохронного с данным сектором, не зависит от 
величины дуги сектора." 
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В общем случае для построения первоначального урав- 
нения 


у—/ 226 — 20 — зах+з рх — х*. 


поступают так (фиг. 103 и 104). Делят АР пополам в точке Е. 
Продолжают ВЁ на ЁЕЁ== з ВЕ. Тогда /`— центр описывае- 


мой окружности, а для радиуса РО получается выражение '*? 
РО = УЗ [(АЕ} — (ЕЁ). 


Если начертить от В до пересечения с окружностью два 
одинаковых узких треугольника, например ВС и ВР, то 


Фиг. 103. (Фиг. 104. 


они, будучи подвешены в А, будут иметь своим центром 
качания /. Если поэтому при каком-нибудь вырезе из круга 
В — вершина и прямая ДД — ось симметрии, как, например, 
у выреза ВСО, то и этот вырез будет иметь центром кача- 
ния точку /., если он подвешен в А. То же относится к кру- 
говым сегментам КОЛ и КММ, которые получаются, если 
восстановить в В перпендикуляр к ОМ. 

Этим мы удовольствуемся при разборе колебаний плоских 
линий и фигур в своей плоскости. Прибавим к этому еще 
только следующее. 

Мы пока находили центр качания прямых фигур, т. е. 
фигур, имеющих ось симметрии, как, например, равнобедрен- 
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ный треугольник и прямой параболический сегмент. Я хочу 
показать теперь, как может быть определен центр качаний 
у косых фигур, возникающих как бы из искажения „пря- 
мых“, например у косоугольного треугольника или у косого 
параболического сегмента. 

Представим себе, например (фиг. 105), равнобедренный 
треугольник АВС, высота которого АД, подвешенным в 
точке Ё, и еще другой, косой 
треугольник РАС, ось которого 
также 2/) и основание которого 
ГО равно основанию ВС, тогда 
я утверждаю, что этот треуголь- 
ник, будучи подвешен в А, изо- 
хронен с первым. 

Именно стержень, или тяже- 
лая линия ЕС, подвешенная в /) 
в косом положении на невесомой 
нити ЁД, изохронна со стержнем 
(или тяжелой линией) ВС, также 
подвешенной в 0) (по предложе- Фиг. 105. 
нию ХУ|[ этой части), и тоже 
относится ко всем другим стержням или тяжелым линиям обоих 
треугольников, пересекающих Ё/) в тех же точках и имеющих 
одинаковую длину. А тогда обязательно изохронны и оба 
треугольника, которые можно представить себе состоящими 
из этих линий или стержней. У других фигур доказательство 
идет подобным же образом. 


Предложение ХХП 


Как находят иентр качания тел. 

После всего сказанного легко находится и центр кача- 
ния твердых тел. Пусть (фиг. 106) АВС представляет твер- 
дое тело, висящее на оси, которая проходит через Ё пер- 
пендикулярно плоскости рисунка. Центр тяжести тела на- 


12* 
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ходится в ГР. Пролагают через А`горизонтальную плоскость 
СЕН и через Ри ось вертикальную плоскость ЕГО. 


Фиг. 106. 


По теореме ХУ находим сум- 
му квадратов расстояний отдель- 
ных частей тела АВС от пло- 
скости СЕН и также от плоско- 
сти ЕРО, т.е. находим оба пря- 
моугольника, которые, будучи 
помноженными на число частей 
тела, равны указанным суммам 
квадратов. Если разделить сумму 
обоих прямоугольников на рас- 
стояние ЁЁР, то получается от- 
резок РА, на который центр ка- 


чания лежит ниже центра тяжести. Это вытекает из теоремы 
ХУШ. Приведем несколько примеров и на это правило. 


Центр качания пирамиды 


Рассмотрим сначала (фиг. 107) пирамиду АВС с верши- 
ной в А и с квадратным основанием. Сторона квадрата 


равна ВС. Пирамида 
колеблется вокруг оси, 
проходящей через 2 
перпендикулярно пло- 
скости рисунка. 

В этом случае про- 
порциональная фигура, 
которую надо постро- 
ить рядом с телом А, 
согласно теореме ХУ, 
будет состоять из па- 


раболических остатков ОРУ, т. е. из того, что останется 


от прямоугольников ФР после отнятия параболических сег- 
ментов ОТО, имеющих общую вершину в О.148 
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Действительно, хорды ИИ, АЛ плоской фигуры будут 
относиться друг к другу, как сечения пирамиды ВС, ММ. 
Точно так же, как у пирамиды центр тяжести Ё лежит на 


3 
расстоянии АР от вершины пирамиды, так и у фигуры 


ОГУ центр тяжести ЁР’отстоит на ТОР от О. 


Предположим, что через центр тяжести Ё пирамиды про- 
ведена горизонтальная плоскость, которая пересечет фигуру 
ОГИ по линии КР, и над фигурой ОГУ построен клин 
с использованием прямой ОФ, субцентрика клина пусть будет 


ОС. Длина субцентрика ОС=* ОР 


Произведение прямоугольника ОЛ. ЕС на число частей 
фигуры ОГИ равно сумме квадратов расстояний частей от 
прямой ЮР (по предложению Х этой части), а следовательно, 
равно также сумме квадратов расстояний частей тела АВС 
от площади МЕ. Мы имеем" 


3 3 


Для нахождения суммы квадратов расстояний от пло- 
скости АД надо прежде всего определить субцентрику кли- 
на, построенного на основании пирамиды, т. е. на квадрате 
со стороной ВС с использованием линии параллельной оси 
А и проходящей через В. Назовем субцентрику ВК. 


ВК = ВС. 


Необходимо также определить расстояние центра тяжести 
половины фигуры ОРГот ОР, назовем это расстояние ФР.15° 


3 


Затем надо построить фигуру 0, такую, чтобы она от- 
носилась к прямоугольнику ВО. ОК, равному 15 ВС, как 
РФ к АР, т. е. как 3:55 


182 Х. Гюйзенс 


——Щ—ЩЙ——_——щ—ыы—иииА——дддод_о——_——————————оЩ—д_д—————ы—ы——щ—— 


Фигура 7, помноженная на число частей тела АВС, бу- 
дет равна сумме квадратов расстояний от плоскости АР (по 
предложению ХУ этой части). 


1 
Очевидно, фигура @ равна 5. В°, поэтому вся площадь, 
подлежащая делению, равна 


Если, как в нашем случае, пирамида подвешена за вер- 
шину и, если, следовательно, делить надо на АЁ, где 


АЕ= АО, 


то мы можем вычислить расстояние Ё5, на которое центр 
качания ниже центра тяжести 


1 1 ВО? 
для всего расстояния А. получается 
4 1 ВС? 


Центр качания конуса 
Если АВС конус, то вывод остается тем же, только 
в этом случае, по предложению ХУ этой части, фигура & ста- 
новится равной прямоугольнику АР. РФ, т. е. 55 РУ? или 
3 В, или 5 ВС? 


20 
Поэтому вся площадь, подлежащая делению на длину, 
в случае конуса равна 


Зи. ЗЬ 


Если конус подвешен в вершине, то расстояние Ё5, на ко- 
торое центр качания лежит ниже центра тяжести, равно 


1 ВС? 


1 
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и все расстояние 2.5 


4 


20 


0 
®) 


Если АД=ДВ, т. е. если конус прямоугольный, то, оче- 


ВИДНО, 


А5 = АР. 


Из предложения Х следует, что, в случае прямоугольного 
конуса, конус, подвешенный в средине основания, будет 
изохронен тому же простому маятнику, как и будучи под- 
вешен в вершине, так же как мы показали это выше для 
прямоугольного треугольника. 


Центр качания шара 


Пусть (фиг. 108) АВС — шар, тогда пропорциональная 
фигура ОГЯН, которую надо поместить рядом с шаром, со- 


/ 


Фиг. 108. 


стоит из двух парабол, общее основание которых ОН равно 


диаметру шара.!3 


Прокладываем через центр шара Ё горизонтальную пло- 
скость ВЁС и вертикальную плоскость АЁО. Для нахожде- 
ния суммы квадратов расстояний частичек от плоскости АР 


184 Х. Гюйзенс 


надо определить расстояние ФР, на которое центр тяжести 
половины фигуры ГОГН или фигуры ОРНТУ отстоит от Р.!% 


ФР = ИР. 


Разделим РУ пополам в А. Тогда произведение из пря- 
моугольника АР-РФ, помноженного на число частей шара 
АВС, равно сумме квадратов расстояний частей от пло- 


скости АД (по предложению ХУ). Но прямоугольник АР. РФ 
равен 

2 Тр 1 1 

— += —=-- РИ? —_— 2. 

В данном случае, очевидно, сумма квадратов расстояний 
частей от плоскости Ё равна сумме квадратов расстояний 
от плоскости АД и, следовательно, равна произведению 
АР-РФ на число частей шара. Следовательно, для шара 
АВС площадь, подлежащая делению, равна 


2АР. РФ ВЕ? р. 


Следовательно, если шар подвешен в какой-либо точке 4 
своей поверхности, то расстояние Ё5 от центра шара до 
центра качания равно р. И все расстояние 4,5 равно ва, 
где {— диаметр шара. Если же шар подвешен в какой-либо 
другой точке, например /, то 

72 


2 
25=5 18’ 


Центр качания цилиндра 


У цилиндра площадь, подлежащая делению на длину, 
равна, как мы нашли, 

1 72 1 2 

15й —- 4 г, 


где А высота цилиндра и г— радиус основания. 
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Если подвесить цилиндр в середине его основания, то 
длина изохронного простого маятника 155 


12 


2 


Центр качания параболического коноида 


У параболического коноида прямоугольник качания (см. 
стр. 168) равен 


1 2 1 > 
18 НЕ! , 


где опять ЙА —высота параболоида, г—-радиус основного 
круга. 
Если подвесить параболический коноид в его вершине, 


то длина простого маятника, изохронного с параболоидом.. 


равна 
З 


1 2 3 
д и ААУ р, 


4 — 2 
если 2р-— параметр образующей параболы. 


Центр качания гиперболического коноида 


Можно определить также центр качания у гиперболиче- 
ского коноида.157 

Пусть (фиг. 109) гипербола ВАВ представляет осевое 
сечение гиперболического коноида, АД — ось, АР — главная 
ось гиперболы. "Тогда соответствующая пропорциональная 
фигура есть ВБКАКВ. Она имеет основание ВВ и заключена 
между двумя одинаковыми ветвями парабол АКВ. Парабола 
ВА проходит через вершину гиперболы и имеет ось ЁС, 
которая делит главную ось АР гиперболы пополам и па- 
раллельна основанию ВВ.!58 

Центр тяжести фигуры ВКАКВ будет настолько же 
удален от вершины А, как и центр тяжести гиперболоида,. 
и АЁ определяется из пропорции: 159 


3 


Ар ЗРА--ЗАД ° 
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Затем можно определить, насколько центр тяжести по- 
ловины АДВК фигуры отстоит от А и найти субцентрику 
клина, построенного над фигурой ВКАКВ с использованием 
прямой АР, проходящей через А и параллельной ВВ. Таким 
образом, можно в конце концов найти центр качания гипер- 
болического коноида для любого подвешивания, нужно только, 


Фиг. 109. 


чтобы ось колебания была бы параллельна основанию гипер- 
болического коноида. Я нашел, что для случая, когда высота 
АР равна главной оси гиперболы АЕ, площадь, подлежащая 
делению на прямую, равна '®° 


31 


20 +- 500 28°. 


В этом случае 


7 


Если подвесить такой гиперболоид в вершине, то длина 
изохронного простого маятника будет 


+ 31 2. 
140 АР 
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Центр качания половины конуса 


Наконец, возможно определить центры качаний неко- 
торых половинных тел, возникающих при сечении через 
ось тела. 

Пусть (фиг. 110) АВС — половина конуса с вершиной А, 
полукруг, являющийся основанием, имеет радиус ВС. Поло- 
жение его центра тяжести 


0 А М 
известно, так как 
3 
№ 
если Ё делит ВС таким 
образом, что ?|, ВС так от- И Ив с 


носятся к ВЁ, как !/, часть 
окружности к радиусу. 
В таком случае Ё является [А 
центром тяжести полу- 

круга, образующего ос- 

нование; '' таким обра- у 
зом, на ДЁ лежат цен- 
тры тяжести всех слоев, 
параллельных основанию, на которые можно мысленно раз- 
бить полуконус. 

Начерченная рядом пропорциональная фигура ОГИ была 
описана выше для целого конуса. При помощи ее нахо- 
дят сумму квадратов расстояний частей полуконуса от го- 
ризонтальной плоскости №Д, проходящей через центр тя- 
жести 2. Для того чтобы найти сумму квадратов расстояний 
от вертикальной плоскости МДО, в нашем случае надо на- 
рисовать пропорциональную фигуру 5УЙ так, как учит 
предложение ХГУ, т. е. так, чтобы вертикальные сечения 
давали бы хорды, пропорциональные соответственным сече- 
ниям полуконуса АВС. Потом надо установить расстояние, 
на которое центр тяжести ГР этой фигуры отстоит от 5; 


9 2 


Фиг. 110 
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это расстояние, очевидно, равно расстоянию М№ЛД, на кото- 
рое центр тяжести полуконуса отстоит от плоскости тре- 
угольника АВ. 

Если НС — субцентрика клина, построенного на ЭДУ 
с использованием прямой 5У, тогда произведение СЁ. РН, 
умноженное на число частей полуконуса, равно сумме квад- 
ратов расстояний частей от плоскости МРО. Определение 
прямоугольника СА. ЕН возможно и тогда, когда мы не 
знаем субцентрики НС, а именно следующим образом. 

Выше, при рассмотрении конуса, мы сказали, что сумма 
квадратов расстояний частей от плоскости, проходящей 


З 
через его ось, равна произведению 50’ на число частей 
всего конуса. 
Отсюда следует, что и у полуконуса АВС сумма квад- 


ратов расстояний частей от плоскости АВ будет равна про- 
3 . 
изведению 55 ВС” на число частей полуконуса. С другой 


стороны, произедение НС. СЁ на число частей полуконуса 
также равно сумме квадратов расстояний частей от плоскости 
АВ, как следует из предложения [Х. 

Следовательно, прямоугольник 


3 
Нб. СЕ=5 ВС*. 


Положим: АВ =а; ВС =; '| окружности, проведенной ра- 
диусом ВС, равной 9; тогда 


Так как Мр= ЕВ, то МР == 3: = Р. 


Вычитая квадрат этого выражения из прямоугольника 


СЕ. СН, получаем: 
СЕ. ЕН= СЕ. СН— Мы, 
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Но произведение этого прямоугольника на число частей 
полуконуса ВС равно сумме квадратов расстояний частей 
от МРО. С другой стороны, сумма квадратов расстояний 
частей от плоскости МД равна, как и для конуса, произве- 


3 3. ° 
дению 35 АВ”, или 55 а’, на число частей полуконуса АВС. 


Таким образом, вся площадь, которую надо делить на длину, 
в данном случае равна 


Из этого можно вычислить центр качания при любом под- 
весе полуконуса, только необходимо, чтобы ось качания 
была параллельна основанию треугольника АВ, являющегося 
сечением полуконуса. Следует отметить, что можно опре- 
делить субцентрику клина, построенного над 52У с исполь- 
зованием прямой 5 У, совсем не зная фигуры 577. Именно, 
из того обстоятельства, что прямоугольник ЯС . СЁ ока- 


З то 3 2 
зался равным 56° или 5 ВС», а СЁ — равным 3 › следует 
3 


Равным образом можно определить центр качания полу- 
цилиндра, полупараболоида и других полутел, но я предо- 
ставляю эти определения другим. 

Относительно твердых тел можно повторить то, что было 
сказано относительно центров качания „косых“ плоских фи- 
гур, как бы возникших путем искажения прямых фигур. Они 
имеют тот же центр качания, как и прямые фигуры. 

Пусть (фиг. 105) АВС и АГРО — два конуса: один пря- 
мой, другой косой. Высоты и площади оснований у них оди- 
наковые. 

Тогда они изохронны между собой, если они подвешены 
за вершины или за точки, равноотстоящие от центра тяжести. 
Только у косого конуса ось колебаний должна быть перпен- 
дикулярна плоскости, проложенной через высоту порпенди- 
кулярно к основанию.!”? 
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Как 


второй 
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Предложение ХХШ 


отреулировать ход часов, прикрепив к ним 
небольшой зруз, который можно передвизать 


вверх и вниз на стержне маятника, снабженном особыми 
делениями. 


Прежде всего нам надо найти центр качания самого 


А 7 


Фиг. 111. 


маятника, состоящего из весомого стержня и при- 
крепленного к нижнему концу его груза. 

Пусть (фиг. 111) АС — стержень с подвешен- 
ным грузом. Длина стержня а. Мысленно разделим 
стержень и подвешенный груз С на чрезвычайно 
малые частички и пусть стержень состоит из 6 
частичек, а груз из с частичек, причем, конечно, 
Ь относится к с, как вес стержня к весу груза. 
Длина изохронного простого маятника получится, 
если разделить сумму квадратов расстояний части- 
чек от Д на сумму самих этих расстояний (по 
теореме УГ этой части, в конце). Разделим АС 
в М пополам и возьмем АГ =2ГС. Тогда М есть 
центр тяжести стержня и АТ — субцентрика клина, 


построенного на АС с использованием прямой АД, перпенди- 
кулярной к АС. Этот клин на самом деле треугольник. Та- 
ким образом, сумма квадратов расстояний частиц стержня от 
А равна произведению числа частиц 6 и суммы АМ. МТ-н 


—= ДАМ?, т. е. 


так как 


ь. АМ. АТ= 5 а%, 


АМ=з-а, АТ За. 


Сумма квадратов расстояний частичек груза С от точки А 
авна произведению числа частичек на квадрат АС (т. е. 
Р 


а?с). 
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Таким образом, сумма квадратов расстояний всех частичек 

стержня и груза равна 
1 


 а-6 + а‘с. 
за6 а”с 


Далее сумма расстояний частиц стержня АС от А равна 


1 
7 рп, т. е. равна длине стержня а, помноженной на половину 


числа частичек а сумма расстояний частичек груза от 


р 
2, 
равна ас. Таким образом, сумма расстояний всех частичек 


1 : 
равна о аб -ас. Разделив сумму квадратов расстояний 


1. 1 
-8. а`6 + а?с на (5 аб час) ‚ получим длину изохронного про- 


стого маятника 


А 


а а? + а2с 
| | а; 


1 ав + ас 1 с нс 


2 2 2 


[ можно найти, как четвертую пропорциональную 


Я 
[ 


При этом АС надо мерить от точки подвеса А 
до центра тяжести груза С, а размерами груза С Фиг. 112. 
здесь пренебрегают, считая их чрезвычайно малыми. 

Теперь допустим (фиг. 112), что кроме груза С имеется 
еще другой груз О на стержне. Его вес или число частичек 
равно (4, его расстояние АД =}. Для нахождения длины 
всего маятника надо к прежней сумме квадратов прибавить 
еще сумму квадратов расстояний частичек 4 от оси враще- 
ния. Эта сумма, очевидно, равна АР, так что вся сумма 


1 
теперь равна з-а’6 +-а’с + Р4. Равным образом к сумме 


расстояний надо прибавить сумму расстояний частичек 4 от 
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А, т. е. 4Ё таким образом, общая сумма расстояний равна 
1 
- ба + са а}- Разделив сумму квадратов на эту сумму, по- 


лучим длину изохронного простого маятника 
1 
53-226 + айс + ра 


ва са -на{ 


Пусть эта длина изохронного простого маятника должна 

быть равна некоторой заданной длине, например р; равным 

образом, даны и все другие величины, кроме АДР или р 

определяющей положение груза /), и надо найти это рас- 

стояние 4). Тогда можно поступать следующим образом: 
Требуется 


1 а? + а?с + ра 


3 онрышьлитиио 
] —-р, 
-о` ба = са + а} 
‚отсюда 
ор — са) — 3 а? — а?с 
ВЕНЫ 
— 1 1. ь 
] т. 2 абр +сар— 5, аб — ас 
И иены 


При этом следует заметить, что оба корня пригодны только 
тогда, когда 


р абр = сар< за + а*с, 


Эту величину мы нашли раньше как длину изохронного 
простого маятника, или как расстояние центра качания от 
точки подвеса для случая, когда маятник состоит только из 
стержня ВС и груза С. 
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Следовательно, если мы хотим ускорить ход часов при- 
креплением груза /), то мы можем прикрепить его в двух 
точках, например Ёи ЛД, между Аи С ив обоих случаях 
мы сообщим маятнику ту же скорость. Обе эти точки будут 


равно удалены от точки /М, расстояние которой от А = 


т. е. представляет половину длины простого маятника, кото- 
рый надо сделать изохронным с нашим. Если длина р лишь 
немногим меньше АС, то М, очевидно, будет расположено 


лишь немногим выше середины стержня АС. 
Из приведенного выше равенства 


1 1 
—- абр + сар — — а" — а?с 


1 то 2 3 
== р == др + - 
МОЖНО Получить определение величины р. Очевидно, ДОЛЖНО 
быть 
1 1 О] о 
1 5 абр -- сар 3 а°6 —- ас 
И ЗЕЛИИИИО 
4 [1 = [1 ) 


+ 2ас. 


рту зак дей-ь в фе с — Ре 

Если р как раз равно этой величине, т. е. 
1 
1. 2 — 
Ра а 


1 
абр + сар З а?ь + а?с 


то первое уравнение превращается в 


1 
1=-5р, 
т. е. 
_а 4 о о __ аб-н 2ас 
=вуз в -> ды ве або 4? — РР. 


Это выражение определяет то расстояние груза Дот А, 
при котором ускоряющее воздействие груза Д на ход часов 


будет всего сильнее. 
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К часам полученный вывод применяется следующим 
образом. 

Пусть маятник часов отмечает каждым простым колеба- 
нием одну секунду. Пусть вес стержня составляет 1; веса 
груза, прикрепленного внизу стержня. Кроме этого груза 
по стержню может передвигаться еще малый груз одинако- 
вого веса со стержнем. Требуется установить, где надо на 
стержне закрепить груз, чтобы ускорить ход часов на 1 ми- 
нуту за время 24 часа. Затем, где надо закрепить груз, чтобы 
ускорение составляло 2 минуты, 3 минуты, 4 минуты и т. д. 

Умножив 24 часа на 60, получаем 1440, число минут в 
сутках. Если ускорение должно составить | минуту, то надо 
вычесть 1 минуту, получается 1439. Теперь почти точно: 


1440? : 1439* = 1440: 1438. 


Если представить себе длину простого маятника, дающего 
секунды, разделенной на 1440 равных частей, и если другой 
маятник содержит 1438 таких частей, то он в течение суток 
уйдет вперед на 1 минуту относительно первого маятника. 
Следовательно, здесь следует р приравнять 1438 частям. 

Так как маятник часов, состоящий из металлического 
стержня и прикрепленного к нему груза, должен быть изо- 
хронен простому ‘маятнику в 1440 частей, то надо прежде 
всего из вышеприведенного уравнения найти длину стержня. 

Величина 


представляет длину простого маятника, изохронного состав- 
ному, если составной состоит из стержня длиною а и весом в 
и из прикрепленного к нему груза весом с. Назовем длину 
изохронного простого маятника $, тогда 


1 
, 2 25 + 3 
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Если мы примем с==50, 6 ==1, $5=1440, то длина стержня 
__ 4 
а = 1444. 


Из равенства 


1 
— —-—— @2Ь — 02 
1 1. > абр + аср 5 425 а?с 
1—2 Р— 4Р (1 


получается 


= ры Ут + 72962р — 105061210. 


Если р содержит 1438 частей, как мы сказали, то отсюда 
находится 


1 


таких частей, каких $-— простой маятник, отбивающий се- 
кунды, имеет 1440. Если определить фут таким образом, 
чтобы длина $ содержала З фута (я назвал так определен- 


ный фут— часовым футом), Отрезки, на которые 
) 


то длина } равняется 33 и Ускорение надо сдвинуть груз О 
3\› дюйма, или, как принято —с„а24 часа | ВВ®Рх от центра тя- 


о, жести, в линиях и ле- 
говорить, 33 дюймам и 3 ли- сятых долях линий 


МИН сек 
ниям. часового фута 
Вычитая эту величину из . 
0 1 7.0 
общей длины 3 фута, мы 0 30 52 
получаем 2 дюйма 9 линий. 0 45 23.1 
На эту величину надо пере- т : Рек 
меститься вверх из центра 1 30 51.7 
качаний, чтобы найти то . “о 6-4 
место, где груз /) вызовет 2 15 85.6 
2 30 99.0 
ускорение в 1 минуту в те- 2 5 1141 
чение 24 часов. Таким же 3 0 131.8 
образом я рассчитал и другие 2 Е | т 


места, указанные на стержне, 
13* 
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давая величине р все разные значения, и собрал результат 
в выше помещенной таблице. На основании этих результатов 
я разделил так же стержень, изображенный выше при опи- 
сании часов. В таблице слева стоят ежесуточные ускорения, 
а именно, как я уже излагал, через каждые 15 сек. (или 1. 
минуты). Ёсли, например, передвигаемый груз /) находится 
на делении 73.4 и если найдено, что часы в течение 24 ча- 
сов отстают на 15 сек., тогда надо для получения правиль- 
ного хода часов передвинуть груз вверх до штриха 85.6. При 
этом центр качаний расположен на 1.4 части выше центра 
тяжести С. 


Предложение ХХ[У 


У маятника, подвешеннозо между циклоидами, нельзя 
определить иентр качания; как преодолевают возникаю- 
шую от этозо трудность. 

Если кто-нибудь, с целью тщательной проверки, сравнит 
то, что я раньше доказал относительно маятника, подвешен- 
ного между циклоидаки, с тем, что относится к центру кача- 
ния, то ему покажется, что чего-то нехватает для полного 
равенства колебаний, о котором я учил. У него прежде всего 
возникает сомнение, должен ли он для нахождения круга, 
образующего циклоиду, считать длину маятника от точки 
подвеса до центра тяжести подвешенного свинцового груза, 
или же — до центра качания, который отличается от первой 
точки на очень заметную длину, и притом тем большую, чем 
больше подвешенный свинцовый шар или чечевица. Как быть, 
если размер шара составляет четверть или даже треть длины 
маятника. И если я даже скажу, что указанную длину надо 
считать до центра качания, то все-таки останется неясным, 
как применить мое учение о центре качания к маятнику, 
который постоянно меняет длину; ведь таков маятник, под- 
вешенный между циклоидами. Именно можно подумать, что 
при изменении длины меняется и положение центра качания. 
Однако не нало приходить к таким выводам. 
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Правда, это дело трудно формулировать, если мы желаем 
всюду соблюсти строгость и точность. Ведь при доказатель- 
стве равенства периодов колебаний у циклоиды мы рассматри- 
вали двигающееся по циклоиде тело, как бы весомую точку. 
Что касается практического результата, эту трудность не сле- 
дует считать большой. Ибо хотя вообще лучше, чтобы вес 
маятника часов был больше, но нет надобности брать его 
столь большим, чтобы расстояние от центра тяжести до центра 
качания имело бы какое-либо значение. Если же мы хотим 
избежать всех трудностей, то нам надо только сделать шар 
или чечевицу маятника вращающимися вокруг горизонтальной 
оси. Концы этой горизонтальной оси надо пропустить через 
нижний конец стержня, который должен быть расщеплен 
на два в нижней своей части. Тогда, по природе движения, 
шар маятника будет сохранять свое положение относительно 
горизонтальной плоскости и все его точки, так же как и центр, 
будут описывать совпадающие циклоиды. Поэтому рассмотре- 
ние центров качания становится излишним. 

Подобный маятник дает столь же полное равенство перио- 
дов, как если бы его вес был сосредоточен в одной точке. 


Предложение ХХУ 


О способе введения всеобщей неизменной меры. 

Прочная надежная мера длины, не меняющаяся со време- 
нем, не подверженная случайностям, не могущая погибнуть 
или пострадать от каких-либо превратностей, вещь чрезвы- 
чайно полезная, и уже давно многие ищут такую меру. Ёсли бы 
такая мера существовала в древности, то рассуждения о длине 
римского, греческого и древнееврейского футов не были бы 
теперь так спорны. Такая мера легко может быть установлена 
при помощи моих часов, в то время как без них это сделать 
невозможно или во всяком случае очень трудно. Правда, 
многие пробовали это сделать при помощи колебаний про- 
стого маятника: они считали колебания в течение полного 
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оборота небесного свода или в течение определенной части 
его, кладя в основу наблюдение неподвижных звезд, разность 
прямых восхождений которых известна. Но этим способом 
нельзя достичь той же точности, как при пользовании часами, 
и продолжительный счет колебаний чрезвычайно труден и 
неприятен. Кроме применения часов для строго точного 
установления неизменной меры полезно знать центры качания; 
поэтому я приступаю к изложению этого вопроса только 
теперь, после рассмотрения центров качания. Очень удобны 
для нашей цели часы, у которых колебание длится целую 
или полсекунды и которые снабжены секундной стрелкой. 
Именно, если установить Такие часы по методу, изложен- 
ному мною при описании часов, при помощи наблюдения 
неподвижных звезд, на среднюю длину дня (солнечных суток), 
то надо рядом повесить другой, простой маятник, т. е. шар 
из свинца или другого тяжелого вещества, подвешенный 
на тонкой нити, и слабо толкнуть этот маятник; потом надо 
удлинять или укорачивать нить, пока колебания маятника 
не будут в течение 1/, или получаса точно совпадать с колеба- 
ниями маятника часов. Я сказал, что маятник надо только 
слабо толкнуть, так как при малых колебаниях, в 5—6 гра- 
дусов, период колебаний еще достаточно постоянен, при 
больших колебаниях это не в той мере справедливо.!6? 
Если теперь измерить расстояние от точки подвеса до 
центра качания простого маятника и разделить его в том 
случае, если каждое движение вправо или движение влево 
каждый раз длится 1 секунду, на три части, то эта часть 
есть длина фута, который я раньше назвал часовым футом. 
Эта мера не только может быть определена везде в мире, 
но и на все будущие века может быть всегда восстановлена. 
Следовательно, может быть точно указана на все времена 
и всякая другая футовая мера, если только определено ее 
отношение к указанной выше мере. Я уже указал, что париж- 
ский фут относится к часовому футу, как мы его здесь опре- 
делили, как 864: 881. Это то же самое, как если бы я ска- 


Маятниковые часы 199 


зал, что простой маятник, совершающий одно колебание 
в 1 секунду, имеет в старых парижских футах длину 3 фута 
8 линий. 163 

Но отношение парижского фута к рейнскому футу, кото- 
рый принят в моем отечестве, есть 144: 139, т. е. из париж- 
ского фута надо вычесть 5 линий, чтобы получить рейнский. 
Таким образом, этот фут и любая другая мера устанавли- 
ваются на вечные времена. 

Выше показано, как находят центр качания шара, подве- 
шенного на нити любой длины. Надо определить третью 
пропорциональную к расстоянию от точки подвеса до центра 
шара и к радиусу шара. Искомый центр качания лежит 
на */; этой величины ниже центра шара. 

Легко видеть, почему для точного установления часового 
фута необходимо введение центра качания. Если взять просто 
расстояние от точки подвеса до центра шара, не учитывая 
величину шара по сравнению с длиной пути, то длина нро- 
стого маятника, одно движение которого вправо или влево 
равно 1 секунде, не будет точно определена. Мы найдем для 
расстояния между точкой подвеса и центром шара тем мень- 
шую величину, чем больше шар. Действительно, у изохрон- 
ных маятников расстояния от точки подвеса до центра кача- 
ния всегда одни и те же, но у больших шаров центр качания 
отстоит от центра шара на ббльшие расстояния, чем у малень- 
ких. 165 

Это должны были бы принять во внимание те, которые 
до определения поднятия центра качания пытались ввести 
всеобщую меру длины. Такую задачу взяло на себя высоко- 
чтимое английское Королевское общество немедленно после 
изобретения мною часов, а теперь недавно ученейший астро- 
ном из Лиона! Габриэль Мутон. Я говорю, эти ученые 
должны были бы учесть размеры подвешенного шара, либо 
в отношении длины нити, от которой он составляет, напри- 
мер, одну тридцатую или другую часть, либо в известной 
мере, например, в дюймах и линиях.'7 Если итти по второму 
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пути, то принимается за известное то, что еще надо доказать. 
Я, конечно, знаю, что ошибка едва заметна, пока шары не 
на много превосходят ту величину, которую я назвал. 

По первому пути можно добраться до удовлетворительных 
результатов, но тогда надо взять на себя труд считать коле- 
бания и затем вычислять. Поэтому предпочтительнее поль- 
зоваться центрами качаний и таким образом итти определен- 
ной дорогой и пользоваться только теми законами, которые 
сюда относятся. При этом лучше брать сравнительно боль- 
шие шары, а не маленькие, так как на больших меньше ска- 
зывается сопротивление воздуха. 

Впрочем, для определения всеобщей меры годятся не 
только подвешенные на нити шары, но и конусы, цилиндры 
и все другие тела и плоские фигуры, центр качания кото- 
рых мы выше определили; ведь все изохронные маятники 
имеют одно и то же определенное расстояние от точки под- 
веса до центра качания. 

Не нужно также непременно употреблять такие часы, маят- 
ник которых совершает один возврат в течение полусекунды 
или целой секунды. Можно мритти к цели при помощи часов 
с маятниками любой другой длины. Нужно только иметь воз- 
можность из соотношения колес или из числа зубцов опре- 
делить число колебаний в определенный промежуток времени. 

Именно, если найдется простой маятник, одно колебание 
которого соответствует одному, двум или трем колебаниям 
часового маятника, то из этого можно определить, сколько 
колебаний простой маятник совершает в 1 час. Тогда квадрат 
этого числа относится к квадрату числа 3600, т. е. числа 
секунд, составляющих час, как длина маятника в 3 часовых 
фута, о котором мы говорили, к длине найденного простого 
маятника (эту длину всегда надо считать от точки подвеса 
до центра качания). Это вытекает из того, что длины ‘каких- 
либо двух маятников относятся между собой, как квадраты 
времен, потребных для одного колебания, вследствие этого 
они обратно пропорциональны квадратам чисел, которые ука- 
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зывают, сколько колебаний происходит за определенный про- 
межуток времени. 

В то время как до сих пор теорема о пропорциональной 
длине маятника квадрату периода колебания подтверждалась 
только опытом, теперь она является строго доказанной рас- 
суждениями, выше проведенными. Именно, мы показали, 
что время колебания маятника, подвешенного между двумя 
циклоидами, находится в определенном отношении к дли- 
тельности свободного падения на половину длины маятника, 
а именно, в отношении окружности круга к диаметру его. 
Отсюда легко заключить, что длительности колебаний двух 
различных маятников относятся между собой, как времена 
падения на половину их длины. Эти половинные (или целые} 
длины относятся между собой, как квадраты времен, в тече- 
ние которых падение совершается (по предложению Ш вто- 
рой части), а следовательно, и как квадраты времен, в тече- 
ние которых совершается одно колебание. Малые колебания 
простого маятника не отличаются заметно от малых колебаний 
маятника той же длины, подвешенного между циклоидами. 
Поэтому и длины простых маятников относятся между собой, 
как квадраты времен, в течение которых они совершают очень 
малые колебания. 

Если кто-либо согласен взять на себя труд считать число 
колебаний в течение одного часа или получаса и имеет в своем 
распоряжении часы, снабженные секундной стрелкой, то он 
определит число колебаний простого маятника в час, какова бы 
ни была его длина. Отсюда он вычислит длину рассмотрен- 
ного выше трехфутового маятника, отбивающего секунды. 


Предложение ХХУ] 


Определить расстояние, проходимое свободно падаю- 
щими весомыми телами в определенное время. 

Все лица, предпринимавшие измерения в этом направлении, 
должны были ставить опыты, но эти опыты так, как они 
до сих пор производились, не легко дают точный результат, 
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так как свободно падающие тела, к концу их движения обла- 
дают очень большими скоростями. С другой стороны, мое 
предложение ХХУ второй части позволяет с полной точностью 
решить задачу, исходя из известной длины секундного маят- 
ника, без надобности в дальнейших опытах. Прежде всего 
мы установим расстояние, на которое тело падает в течение 
1 секунды, а отсюда легко вычислить все другие расстояния. 
Секундный маятник имеет, как мы сказали, длину 3 часовых 
фута; время очень малого колебания маятника относится 
ко времени падения через половину длины маятника, как 
окружность круга к его диаметру, т. е. как 355 : 113. Как пер- 
вое из этих чисел ко второму, будет относиться время 1 секунды 
или 60 терций к некоторому времени, и это другое время 
191] терций 188 будет то время, в течение которого свободно 
падающее тело проходит половину длины маятника, т. е. 
18 дюймов. 

Как показано в предыдущей теореме, пути, проходимые 
при свободном падении, относятся, как квадраты времен. 
Следовательно, путь, проходимый в 1 секунду или 60 терций, 
при свободном падении относится к пути, проходимому 
в 19'1, терций, как квадрат 60 к квадрату 19'/%, т. е. как 
360000 к 36481; отсюда получается: путь, проходимый при 
свободном падении в 1 секунду, равен 14 футам 9 дюймам 
6 линиям. 169 | 

Но так как часовой фут относится к парижскому футу, 
как 881: 864, то это расстояние в последней мере будет почти 
точно 15 футов и 1 дюйм. Этот результат точно совпадает 
с очень тщательными опытами, которые я произвел. В этих опы- 
тах момент времени, в который оканчивалось падение, опреде- 
лялся не ухом или глазом, Так как оба были бы недостаточно 
достоверны; путь, пройденный при падении, определялся без- 
ошибочно другим методом, который я сейчас попытаюсь изло- 
жить. Время, потребное для падения, определяется половиной 
колебания маятника, подвешенного около стены или доски. 
Для того чтобы шарик маятника и падающее тело (свинцо- 
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вый груз) начинали движение одновременно, они соединялись 
тонкой нитью, которая их удерживала. Эта нить затем пере- 
жигалась. 

Но до пережигания к падающему грузу прикреплялась еще 
другая нить такой длины, что она натягивалась падающим 
грузом раньше, чем маятник ударялся о стену. Другой конец 
нити прикреплялся к полосе из бумаги или к тонкой пленке, 
а эта в свою очередь так прикреплялась к стене или доске, 
что она приходила в движение при слабом натяжении нити 
и падала вдоль стены, как раз проходя через то место, 
в которое должен был удариться шар маятника. Когда падаю- 
щий груз протянет всю длину веревки, он еще протянет часть 
полосы раньше, чем маятник достигнет доски. Как велика 
эта часть полосы, покажет шар маятника, который закопчен 
и оставит след на скользящей полосе. Ёсли к этой части 
прибавить длину нити, то в точности получится длина, прой- 
денная при падении. 

Для того чтобы вычисленные для свободного падения 
величины совпали с наблюденными, необходимо пренебречь 
сопротивлением воздуха. Это сопротивление действительйо 
недостаточно велико, чтобы обнаружиться при высотах паде- 
ния, имевших место при опытах; необходимо только, чтобы тела 
были металлические или, если они изготовлены из более 
легкого материала, имели достаточную величину. Именно при 
падении через воздух легкость вещества компенсируется вели- 
чиной тела таким образом, что шар из дерева или даже из 
пробки производит то же движение, что и свинцовый шар, 
если диаметры легких шаров относятся к диаметру свинцо- 
вого шара, как удельный вес свинца к удельному весу дерева 
или пробки.!"° 

В этом случае веса тел будут относиться, как их поверх- 
ности. На самом деле, для того чтобы тела совсем различ- 
ных удельных весов падали с одинаковой скоростью, поскольку 
мы можем судить об этом при помощи наших органов чувств, 
совсем не нужно, чтобы их диаметры были бы в указанном 
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выше отношении. Скорости могут быть равны друг другу, 
лишь бы оба тела были достаточно велики или падали с не 
слишком большой высоты. Именно, как можно наблюдать, 
большая высота падения или, при малой высоте, малый вес 
тел могут привести к тому, что ускорение при движении, 
вследствие сопротивления воздуха, чрезвычайно сильно отсту- 
пает от ранее выведенных законов. 

Вообще говоря, для каждого тела, движущегося через 
воздух или какую-либо другую среду, существует скорость, 
определяемая его весом и его поверхностью, скорость, кото- 
рую он не может превзойти, или, вернее, которой он никогда 
не может достичь, а именно, это та скорость, с которой воздух 
или другая среда должны были бы двигаться вверх, чтобы 
удержать как раз это в нем находящееся тело на своем 
месте. 

Может быть в другой раз в другом месте представится 
случай подробнее остановиться на этом вопросе. 


ПЯТАЯ ЧАСТЬ „МАЯТНИКОВЫХ ЧАСОВ“ 


содержащая другую конструкцию часов с использова- 
нием кругового движения маятников, и теоремы 
о центробежной силе 


Существует еще другой вид колебательного движения 
кроме того, который мы пока рассматривали, а именно тот 
вид, при котором груз маятника движется’ по окружности 
круга. Исходя из этого, я пришел к изобретению других 
часов примерно в то же время, когда я изобрел первые. Эти 
другие часы основаны на столь же достоверной равномер- 
ности, как и первые, но стали менее употребительны, так 
как производство первых часов до известной степени проще 
и легче. Все-таки несколько таких часов, о которых мы те- 
перь говорим, были осуществлены не без успеха. Их осо- 
бенностью является то, что секундная стрелка движется 
кругом в непрерывном равномерном движении, в то время 
как у моих первых часов и всех прочих часов она движется 
скачками; а также и то, что механизмы подобного рода 
имеют совершенно бесшумный ход. Правда, при астрономи- 
ческих наблюдениях этот повторяющийся каждую секунду 
удар не бесполезен. 

Сначала, правда, у меня было намерение издать описа- 
ние этих часов вместе с теоремами, относящимися к круго- 
вому движению и к центробежной силе, как я хочу ее на- 
звать. Но относительно этого предмета у меня больше мате- 
риала, чем времени для его изложения в настоящий момент. 
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Но для того чтобы лица, интересующиеся зтим вопросом, 
быстрее познакомились с новым, отнюдь не бесполезным 
открытием, чтобы какая-либо случайкость не помешала опу- 
бликованию, я, противно моему первоначальному предположе- 
нию, присоединил еще и эту часть к предыдущим. В ней 
кратко описывается конструкция новых часов и далее сле- 
дуют теоремы о центробежной силе; их доказательство от- 
кладывается на более позднее время. 


Конструкция вторых часов 


Я не счел нужным изложить здесь распределение колес 
внутри часового механизма; это устройство легко могут 
осуществить часовщики в различ- 
ных вариантах. Будет достаточ- 
ным описать ту часть часов, ко- 
торая регулирует их ход опреде- 
ленным образом. 

Следующий рисунок (фиг. 113) 
изображает эту часть часов. 

Ось ДН следует представлять 
себе вертикальной, способной 
вращаться в двух подшипниках. 
В Ак оси приделана пластинка, 
имеющая определенную ширину 
и искривленная по кривой ДВ, 
которая есть полукубическая па- 
рабола, при сматывании нити с 


АП 


Фиг. 113. ,, ‹ 
которой и прибавлении некоторой 


длины описывается парабола Е/, как доказано в теореме УШ 
третьей части. АЁ— длина, на которую надо удлинить нить; 
путем сматывания всей линии ВАЕЁ и образуется парабола. 
ЕР. ВСЕ— нить, закрепленная на кривой АВ, конец которой 
описывает параболу. К нити прикреплен груз Р. Если ось 
ОН вращается, тогда нить ВСР, вытянутая в прямую, по- 
влечет за собой груз /’, который будет описывать горизон- 
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тальные круги. Эти круги будут больше или меньше, в за- 
висимости от большей или меньшей силы, с которой дей- 
ствуют на ось колеса, врашающие барабан К. Но все эти 
круги будут лежать на параболическом коноиде, и именно 
потому продолжительность одного оборота будет всегда 
одна и та же, как вытекает из того, что я объясню об этом 
движении впоследствии. Ёсли оборот должен совершаться 
в полсекунды, то параметр параболы ЕЁ должен составлять 
41| дюйма моего часового фута, т. е. он должен быть равен 
половине длины маятника, у которого каждое колебание 
длится 1 секунды. Из параметра параболы определяется 
параметр полукубической параболы; он равен *’/: первого 
параметра; определяется также отрезок АЁ, который равен 
половине длины параметра параболы АГ. Если же оборот 
должен совершаться в секунду, то надо все длины брать 
в четыре раза больше как параметры, так и длину ДЁ. 

Я, правда, до сих пор описывал нить ВСЁ как ординас- 
ную и простую, но гораздо лучше, если она двойная в своей 
верхней части и затем соединяется в одну около Г, причем 
обе нити сходятся под углом 20—30 градусов, поэтому и 
пластинка ДВ должна быть около В такой ширины, как 
этого требует расстояние двух нитей друг от друга, или 
же она также должна быть раздвоенной. При этом круговое 
движение груза АР будет поддерживаться без всяких других 
вспомогательных средств и вес будет как раз натягивать 
нить, на которой он висит; этого не было бы, если бы груз 
держался на одной нити. Остается еще указать, что сила, 
необходимая для продолжения вращения, происходит от ме- 
ханизма часов, приводимого в движение грузом или иным 
способом. Сила через барабан К передается оси, и доста- 
точно совсем слабой силы, чтобы поддерживать раз при- 
веденный в движение шар. 

Чтобы это совершалось легче, надо освободить вращение 
оси АН, по возможности, от трения. Опыт показывает, что 
это лучше всего достигается, если нижний конец оси сделать. 
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из закаленной стали и заставить ее вертеться на алмазной 
плоскости. Нужен только очень небольшой кусок этого камня, 


который вделывают в просверленную пластинку. 
Вместо нити ВСЁ можно в ТОЙ части, которая должна 


прилегать к АВ, взять тонкую цепочку, золотую или из дру- 
гого металла, чтобы лучше гарантировать неизменность 
длины. Это же я испытал и с другими часами, где маятник 
висит между циклоидами. Но там гибкость нити получается 
недостаточной, вследствие трения колец, и, таким образом, 
цепь затрудняет свободное движение маятника. 


Теоремы о центробежной силе, вызванной круговым 
движением 


] 


Если два одинаковые тела в одинаковое время описывают 
неодинаковые окружности, то их иентробежные силы от- 
носятся, как длины окружностей или как диаметры. 


П 
Если два одинаковых тела движутся с одинаковой ско- 
ростью по окружности разных крузов, то их иентробежные 
силы обратно пропорииональны диаметрам. 


Ш 


Если два одинаковых тела движутся по одинаковым 
кругам с разной скоростью, но оба равномерно, как мы это 
здесь всегда подразумеваем, то их иентробежные силы от- 
носятся, как квадраты скоростей. 


ГУ 


Ёсли два одинаковых тела движутся по разным окруж- 
ностям и обнаруживают одиноковую иентробежную силу, 
то их времена обрашения относятся, как корни квадрат- 


ные из диаметров. 
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димы 


Если тело движется по окружности круа с той ско- 
ростью, которую бы оно приобрело, свободно падая с вы- 
соты ', диаметра крла, то испытываемая им иентро- 
бежная сила равна весу, т. е. оно тянет за нить, при 
помощи которой оно прикреплено к иентру, с той же си- 
лой, как если бы было подвешено к нити. 


\1 


Если тело пробезает различные зоризонтальные окруж- 
ности, которые все лежалт на кривой поверхности пара- 
болическозо коноида (параболоида) с вертикальной осью, 
то время оборота вседа одно и то же, будут ли круш 
больше или меньше, и это время обрашения вдвое больше 
продолжительности колебания маятника, длина котороло 
равна половине периметра образующей параболы. 


УП 


Пусть два тела висят на нитях разной длины и опи- 
сывают 1оризонтальные крли, в то время как друой 
конец нити неподвижен. Если конусы, поверхность кото- 
рых описывают нити, имеют одинаковую высоту, то и 
времена обрашения обоих тел одинаковы. 


УШ 


Пусть два тела кружат, как в предыдушей теореме, 
в коническом движении, вися на нитях одинаковой или 
разной длины. Если. конусы имеют разные высоты, то 
времена обрашения относятся, как корни квадратные из 
высот. 


ГХ 


Если подвешенное на нити тело описывает очень малые 
зоризонтальные крли, то продолжительность однот?о обо- 
рота относится ко времени, в котором тело в свободном 
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падении прошло бы длину, превышаюшую длину нити 
маятника в два раза, как окружность круза к езо диаметру. 
Следовательно, нужное для оборота время то же, что и 
время двух боковых очень малых колебаний обыкновенноло 
маятника той же длины. 


Х 


Пусть тело движется по круи и совершает полный 
оборот в то время, как маятник с длиною, равной радиу- 
су круза, совершает при коническом движении малый обо- 
рот или же два малых боковых колебания; в таком случае 
иентробежная сила равна езо весу. 


Х1 


У любою коническою маятника время обрашения равно 
времени, в течение которозо свободно падающее тело про- 
шло бы длину нити маятника, если утол наклона нити 
к зоризонту равен примерно 2°54. Время обрашения точно 
равно указанному времени, если синус указаннозо узла равен 
отношению вписанното в окружность квадрата к квадрату 
окружности. 


ХИ 


Ёсли два конических маятника одинаковозо веса, но с 
различной длиной нитей, описывают конусы одинаковой 
высоты, то силы, с которыми натянуты нити, относятся, 
как длины нитей. 


ХИ 


Пусть простой маятник совершает наибольшее возмож- 
ное боковое колебание, т. е. он падает через всю четверть 
круза, тогда в низшей точке своею пути зруз натянет 
нить с силой в три раза большей, чем если бы он просто 
висел на нити. 


О АВИЖЕНИИ ТЕЛ 
ПОЛ ВЛИЯНИЕМ 
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] 


Гело, приведенное в движение, при отсутствии противо- 
действия продолжает свое движение неизменно с той же 
скоростью и по прямой линии. 


П 


Не входя в рассмотрение причины отскакивания твер- 
дых тел? после соударения, принимлем следующее положе- 
ние: 

Ёсли два одинаковых тела, движущихся с одинаковой 
скоростью навстречу друз дру, сталкиваются прямым 
ударом, то каждое из них отскакивает назад с той же 
скоростью, с какой ударилось.? 

Удар называется прямым, если само движение и сопри- 


косновение происходят на прямой линии, соединяющей цен- 
тры тяжести тел.“ 


Ш 


Движение тел, а также их одинаковые или разные ско- 
рости надо рассматривать как относительные по отно- 
шению к друлим телам, которые мы считаем покоящимися, 
не учитывая то1о, что как те, так и друше тела мот 
участвовать в дриутом, общем движении. Поэтому два тела, 
соударяясь, даже в случае, если оба вместе участвуют 
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еше в друзом равномерном движении, для лица, также 
участвующею в общем движении, действуют дру на 
друза так, как будто бы этозо общего движения не сише- 
ствовало.? 

Если, например, пассажир корабля, движущегося равно- 
мерно, вызовет удар двух равных шаров с одинаковыми, 
опять-таки по отношению к пассажиру, скоростями, то эти 
шары отскочат с одинаковыми, по отношению к пассажиру 
и кораблю, скоростями, совсем так, как если бы пассажир 
вызвал удар этих шаров на неподвижном корабле или на 
берегу. 

Положив такие гипотезы в основу рассмотрения удара 
равных тел, выведем законы их воздействия: друг на друга; 
в дальнейшем, в должном месте, мы введем еше новые 
гипотезы, которые нам потребуются при рассмотрении со- 
ударения неодинаковых тел. 


Предложение [Г 


Если с покоящимся телом соударяется одинаковое 
с ним тело, то удорившееся тело приходит в состояние 
покоя, а покоящееся тело приходит в движение со скоро- 
стью ударившезося о нет. 

Представим себе, что лодка плывет у берега по течению, 
и притом так близко к берегу, что пассажир лодки может 
подать руки человеку, стоящему на берегу. Пусть пассажир 
лодки держит в своих руках Аи В (фиг. 1) два одинаковых, под- 
вешенных на нитях Тела Ёи РЁ. Расстояние ЕЁ делится по- 
полам в точке С. Пассажир лодки, двигая свои руки на- 
встречу одна другой с одинаковой скоростью по отношению 
к себе и лодке, вызовет удар шаров, которые затем отскочат 
один от другого с одинаковыми скоростями относительно 
пассажира и лодки (по второй гипотезе). Пусть лодка дви- 
жется влево со скоростью СЁ, т.е. с той же самой ско- 
ростью, с которой рука Д движется вправо. Ясно, что отно- 
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сительно берега и человека, стоящего на берегу, рука А 
пассажира находится в покое, а рука В, с точки зрения 
того же человека, движется со скоростью РЁ, удвоенной по 
сравнению с СЁ или РС. Представим себе теперь, что чело- 
век, стоящий на берегу, схватил своей рукой С руку ДА пас- 
сажира и вместе с тем конец нити, на которой висит шар Ё, 
а другой рукой [)— руку пассажира В, держащую нить, на 
которой подвешен шар РЁ. Тогда произойдет следующее: 
в то время как пассажир лодки двигает шары навстречу 
один другому с одинаковой скоростью (относительно себя и 
лодки), человек, стоящий на берегу, ударяет по неподвиж- 
ному шару Ё шаром А’, движущимся со скоростью РА. Для пас- 
сажира лодки, двигающего шары указанным способом, не имеет 
никакого значения То обстоятельство, что человек на берегу 
схватил его руки и концы нитей, так как человек на берегу 
только участвует в движении, но движению не мешает (фиг. 1). 
По той же причине человеку на берегу, который ударяет 
шаром Ё’по неподвижному шару Ё, не мешает сплетение 
рук с пассажиром лодки, если только руки 2 и С покоятся 
относительно берега и человека, стоящего на берегу, а руки 
О и В движутся с одинаковой скоростью РЁ. Ввиду того, 
что, как сказано, шары Ёи РЁР’отскакивают с одинаковыми 
скоростями, а именно, шар Ё — со скоростью СЁ, а шар ЕЁ’— со 
скоростью СР относительно лодки и пассажира, а сама лодка 
за это время проплывает влево со скоростью СЁ или ЕС, 
то относительно берега и человека, стоящего на берегу, 
шар Ё’после удара останавливается, а шар А, с той же точки 
зрения, движется влево с двойной скоростью РЁ, той же 
самой, с которой человек на берегу двигал шар Р’к шару Е. 
Таким образом, мы доказали, относительно человека, стоя- 
щего на берегу, который ударял по неподвижному шару 
другим шаром, одинаковым с первым, что первоначально 
двигавшийся шар потерял при ударе все свое движение, 
а первоначально неподвижный шар приобрел все движение. 
Это и требовалось доказать.? 


216 Х. Гюйзенс 


Предложение П 


Если два одинаковых тела соударяются с разными ско- 
ростями, то они при ударе обмениваются скоростями. 
Пусть тело Ё движется направо со скоростью ЁН (фиг. 2), 
а одинаковое с ним тело Ё движется ему навстречу с мень- 


_4 77 и 
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Фиг. 1 Фиг. 2. 


шей скоростью РН. Следовательно, они встретятся в Н. 
Я утверждаю, что после удара тело Ё будет двигаться влево 
со скоростью РЯ, а тело Г— вправо со скоростью ЕН. 

Представим себе человека, стоящего на берегу реки и 
следующим образом производящего указанные движения тел. 
Он держит в руках С и О концы нитей, на которых висят 
указанные тела, и сближает руки со скоростями ЕН и РН, 
сближая, таким образом, и тела ЕЁи РЁ". 

Пусть расстояние Ё делится пополам в С. Представим 
себе лодку, движушуюся вправо со скоростью СЯ, и на 
лодке человека; по отношению к этому человеку скорость 
шара Ё будет только ЕС, а скорость шара /Ёбудет ЕС. 
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Таким образом, относительно человека в лодке оба шара 
стремятся к столкновению с равными скоростями. Пусть 
человек в лодке схватил своими руками Ди В руки Си) 
человека, стоящего на берегу, и вместе с руками — концы 
нитей. Тогда человек, стоящий на берегу, движет шары на- 
встречу один другому 
со скоростями ЁН и 
НЕ, а человек в лод- 
ке—с одинаковыми 
скоростями ЁС и РС. 
Следовательно, с точки 
зрения человека в лод- 
ке оба шара отскочат 
один от другого с той 
же скоростью (гипо- 
теза |), а именно, А от- 
скочит со скоростью 
СЕ, а — со скоростью 


СГ. В то же время 
лодка движется вправо 
со скоростью СН. По- 
этому относительно берега и человека на берегу Р’будет иметь 
скорость ЕЁ, составленную из СЁ и СН, а Е— скорость 
НЕ, разность СЁ и СН. Следовательно, относительно чело- 
века на берегу, вызывающего соударение шаров Ё и РЁ со 
скоростями ЕН и ЕН, шар ЕЁ после удара отскакивает со 


скоростью ЕН, а шар Р—со скоростью ЁН, что и требо- 
валось доказать.? 


Фиг. 3. 


Если оба тела движутся вправо и притом Ёсо скоростью 
НЕ, а Е с меньшей скоростью РН (фиг. 3), то тело Ё на- 
гонит тело /, и они встретятся в Н. Я утверждаю, что после 
удара А’будет продолжать движение со скоростью ЕН, а 
ЕЁ— следовать со скоростью АН. Доказательство подобно 
вышеприведенному."" 
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Гипотеза 1\У 


Если большее тело соударяется с меньшим, находя- 
шимся в покое, то оно сообщает последнему некоторое 
движение и, следовательно, теряет несколько в своем дви- 
жении. 


Предложение Ш 


Любое большое тело приводится в движение любым 
малым телом при любой скорости малого тела." 
Представим себе лодку, плывущую около берега реки; 
в лодке стоит человек и держит тела А и Б, подвешенные 
на нитях (фиг. 4). Пусть тело 
АД, которое человек держит 
левой! рукой, большее, а 
тело В меньшее тело. Человек 
в лодке оставляет руку /), дер- 
жащую тело ВБ, неподвижной 
относительно себя и лодки, а 
руку С и с нею тело А дви- 
гает по направлению к В с 
произвольной скоростью ЛВ. 
Согласно гипотезе [\, телу В 
передается некоторая доля дви- 
жения, и тело А потеряет не- 
много в своей скорости и бу- 
Фиг. 4 дет двигаться дальше направо 
со скоростью, несколько мень- 
шей, чем АБ. Представим себе, что лодка движется на- 
лево со скоростью ВА. Тогда тело А в то время, пока 
человек в лодке двигает его со скоростью ВА относительно 
себя и лодки, будет находиться в покое относительно бе- 
рега и наблюдателя на берегу. То же относится и к руке С. 
С другой стороны, рука Ш, с точки зрения наблюдателя на 
берегу, будет двигаться вместе с телом В налево со скоро- 
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стью АВ, так как она принималась неподвижной относитель- 
но лодки, а лодка движется налево со скоростью ВА. Пусть 
теперь наблюдатель на берегу схватывает своими руками Ё 
и Р руки пассажира Си 0); тогда становится ясным следую- 
щее: в то время как пассажир лодки движет шар А по на- 
правлению к неподвижному для пассажира шару ВБ, наблюда- 
тель на берегу движет шар В к шару А, покоящемуся отно- 
сительно берега и наблюдателя на берегу. 

Мы указали, что после удара тела АД будет двигаться 
направо с несколько меньшей, чем АВ, скоростью; лодка 
движется налево со скоростью АВ. Отсюда следует, что 
относительно берега и наблюдателя тело ДД после удара 
имеет некоторое движение влево. Итак, относительно наблю- 
дателя на берегу, который ударял произвольно малым телом 
В с произвольной скоростью о неподвижное произвольно 
большое тело, это тело 2 приходит в движение, что и тре- 
бовалось доказать. 


Гипотеза \ 


Если при соударении двух твердых, движущихся на- 
встречу друз друиу тел обнаружив“ется, что одно из них 
сохранило все движение, то и друзое не выирывает и не 
теряет ничезо в движении.! 


Предложение [У 


Если два тела сталкиваются, то их относительная 
скорость удаления после удара та же, что и относи- 
тельная скорость сближения до удара." 

Для одинаковых тел это очевидно по теореме П. Пусть 
тела будут неравны и пусть сначала рассматривается слу- 
чай, когда на покоящееся большее тело движется меньшее 
ВБ со скоростью ВА, направленной вправо (фиг. 5). 

Пусть для пробега ВА телу В потребовалось некото- 
рое время. 
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Я утверждаю, что и после удара через такой же проме- 
жуток времени тела будут разделены промежутком БА. 
Тело А, несомненно, получит от удара некоторую скорость 
АС. Эта скорость должна быть меньше, чем ВА, так как 
только при равенстве А и В тело А приобрело бы скорость 
ВА (предложение ]). 

Разделим АС пополам в точке ШО, и пусть АЕ=Ар. 
Предположим, что наши движения происходят в лодке, 
движущейся влево со скоростью ДА. Тогда ясно, что тело А, ' 
с точки зрения наблюдателя на берегу, двигалось до удара 
влево со скоростью ДА, а после удара — вправо со скоростью 


В Е А р Й 


Фиг. 5. 


ОС, или АД, так как относительно лодки оно после удара 
будет двигаться вправо со скоростью АС, а лодка имеет 
скорость ДА, направленную влево. 

Таким образом, тело 2, с точки зрения наблюдателя 
на берегу, сохраняет свою скорость до и после удара. Сле- 
довательно, и В, согласно гипотезе \У, не должно ничего 
терять в скорости. Но до удара тело В двигалось относи- 
тельно берега со скоростью ВЁ вправо, так как в лодке 
В имело скорость ВА вправо, а лодка — скорость ДА или 
АЁ в обратную сторону. Следовательно, и после удара В 
должно двигаться относительно берега со скоростью ВЁ, 
но влево. Движению вправо мешает более медленное дви- 
жение тела А. Так как после удара В движется относи- 
тельно берега влево со скоростью ВЕ, а А вправо со ско- 
ростью АД или ЁА, то оба тела должны удаляться друг 
от друга со скоростью, составленной из БЁ и ЕДА, т. е. 
со скоростью ВА. Это будет справедливо не только относи- 
тельно берега, но и относительно лодки, Так как оба тела 
действительно удаляются друг от друга с этой скоростью. 
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То, что происходит с телами при столкновении в движу- 
щейся лодке, будет происходить таким же образом и вне 
лодки в любом другом месте. 

После доказательства разобранного случая легко дока- 
зываются и все остальные. Остаются еще четыре возмож- 
ности: или покоится меньшее тело, или оба тела движутся 
навстречу одно другому, или 
меньшее тело следует за боль- 
шим с большей скоростью, или 
наоборот. 

Все эти случаи можно рас- 
смотреть одновременно. Пусть, 
как и раньше, тело 2 больше 
тела В (фиг. 6) и движется со 
скоростью АС; В — или нахо- 
дится в покое, или движется 
со скоростью ВС. Тела, дви- 
гающиеся таким образом, имеют 
относительную скорость АВ. 

Я утверждаю, что тела после удара разойдутся с той 
же относительной скоростью АВ. 

Предположим опять, что эти движения происходят в 
лодке, движущейся со скоростью СА, т. е. с той же ско- 
ростью, которой обладает тело 2, но в обратную сторону. 
Тогда ясно, что относительно берега 24 неподвижно, а В 
во всех случаях столкнетсяс А со скоростью ВА. А больше В. 
Таким образом, мы приходим к выше разобранному случаю, 
из которого следует, что тела относительно берега должны 
разойтись со скоростью АВ. Следовательно, и относительно 
лодки и в действительности они отскакивают одно от дру- 
гого с этой скоростью. 


Предложение \ 


Если два тела, соударившись, повернутся для новоло 
соударения с теми скоростями, которые они имели после 


222 Х. Гюйзенс 


—= = Ш д —а——————-— о ыии————ы—-- =—=—-—- - ——-  ———щ к 


первого соударения, то после второзо соударения каждое 
из них отскочит с той скоростью, которую имело до 
первозо соударения.! 

Предположим, что тело А двигалось со скоростью АС 
и тело В—со скоростью ВС. С этими скоростями тела 
ударились одно о другое. После удара А отскочило со 
скоростью СО, а В — со скоростью СЁ (фиг. 7). Потом они 
снова оборачиваются для нового соударения с только что 


Е _ 


Фиг. 7. 


указанными скоростями, т. е. 4 со скоростью ДС, а В со 
скоростью ЁС. Я утверждаю, что 4 теперь отскочит со 
скоростью СА и В— со скоростью СВ, с которыми они 
двигались до первого соударения. Пусть все эти движения 
производятся на лодке, движущейся со скоростью АД. 
Пусть тела сближаются для второго соударения: 4 со ско- 
ростью ОС и В со скоростью ЕС. Тогда для наблюдателя 
на берегу А имеет скорость АС (так как тело А движется 
относительно лодки со скоростью ДОС, а лодка со скоростью 
АЛ), а В имеет скорость ВС. Второе видно из того, что 
РЕ = АВ (по предложению 1). Вычитая общий отрезок ОВ, 
получаем ВЕ = АЛ. Итак, лодка движется со скоростью БЕ, 
а тело в лодке со скоростью ЁС. Следовательно, относи- 
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тельно берега скорость В будет, как сказано, ВС. Таким 
образом, для наблюдателя на берегу А должно отскочить 
со скоростью СО, а В—со скоростью СЁ, так как мы 
с самого начала сделали предположение, что, если Д до 
удара имеет скорость ДС, а В — скорость ВС, то они после 
удара отскакивают — 4 со скоростью СД, а В со скоростью 
СЕ. Если скорость А относительно берега есть СД, а ско- 
рость лодки АД, то скорость 4 относительно лодки есть СА. 
Равным образом, если скорость В относительно берега 
есть СЁ, а скорость лодки АД или ВЁ, то скорость В от- 
носительно лодки есть СВ. 

Таким образом, тела, соударившиеся на лодке со ско- 
ростями ДС и ЕС, отскакивают со скоростями СА и СВ. 
Это должно быть верно повсюду, и теорема доказана. 


Предложение \1| 


Козда два тела соударяются, то не всезда сохраняется 
количество движения, бывшее в обоих до удара, но оно 
может уменьшиться или увеличиться.!8 

Количество движения оценивается таким образом, что 
у неодинаковых тел, движущихся с одинаковой скоростью, 
количество движения тем боль- 
ше, чем больше тело. У одина- г д 2 В 
ковых тел, движущихся с раз- 9 ——_® 
ными скоростями, количество дви- фиг 8 
жения тем больше, чем больше 
скорость. 

Перейдем к доказательству теоремы. Пусть (фиг. 8) тело А 
больше В и пусть А находится в покое, а В движется со 
скоростью ВА по направлению к А. Тело Д придет в дви- 
жение (согласно предложению Ш) и получит некоторую 
скорость АС. В отскочит со скоростью АД, причем общая 
скорость тел относительно друг друга должна равняться 
АВ (предложение 1). Если бы тела А и В были равны, 
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то количество движения было бы одинаково до и после 
удара, так все равно, двигаются ли два тела, равных В, со 
скоростями, соответственно АС и АД, или одно тело В со 
скоростью СО или АБ." 

Но так как А больше В, то ясно, что после удара ко- 
личество движения увеличилось, так как тело Д обладает 
скоростью АС, а В — только скоростью АД, тогда как до 
удара вся скорость АВ приходилась на В. Возможность 
уменьшения количества движения доказывается следующим 
образом. Если при ударе ВБ со скоростью ВА о неподвиж- 
ное тело А А приобретет скорость АС, а В скорость АД, 
то, обратно, при ударе 24 со скоростью СА о тело В, имею- 
щее скорость ДА, А остановится, а В приобретет скорость АВ 
(предложение \У). При этом, согласно вышеизложенному, 
количество движения после удара уменьшится. 


Предложение УП 


Если большее тело соударяется с покоящимся меньшим, 
то оно сообщает ему меньшую скорость, чем удвоенную 
собственную. 

Пусть тело АД (фиг. 9) ударяется со скоростью ДВ о 
меньшее покоящееся тело В. Я утверждаю, что оно при 

ударе сообщит телу В скорость 

. д меньшую, чем удвоенная АВ. Дей- 
© р ствительно, после удара тела дол- 
| жны удалиться друг от друга со 

Фиг. 9. скоростью ДВ (предложение ГУ). 
Следовательно, при скорости ВБ, 

равной удвоенной ДВ, необходимо было бы, чтобы А при 
ударе сохранило всю свою скорость АВ, что невозможно 
(по гипотезе [\); если бы скорость В была больше, чем 


удвоенная АВ, то скорость А при ударе должна была бы 
возрасти, что также нелепо. Тем самым теорема доказана. 
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Для одинаковых тел было для всех случаев показано, как 
каждое передает свое движение другому, если принять 
положение, что равные тела, соударяющиеся с равными 
скоростями, отскакивают с теми же равными скоростями. 
Подобным же образом могут быть разобраны все случаи для 
неодинаковых масс. Большинство случаев требует следую- 
щего предположения. Ёсли сталкиваются два тела, скорости 
которых находятся в обратном отношении их величин, то 
каждое отскочит с той скоро- 


стью, какую оно имело от удара. А С В 
Так, если А (фиг. 10) втрое Е 
больше В, а скорость ВС в три Фиг. 10. 


раза больше ДС, то после соударе- 
ния в С каждое тело отскочит с той скоростью, с какой оно 
ударилось. Хотя это предположение не противоречит разуму 
и прекрасно соответствует экспериментам, но все же оно 
не так очевидно, как гипотезы относительно равных тел; 
поэтому мы подкрепим свое утверждение доказательством. 
Для естественного ускоренного падения двух тяжелых 
тел установлено, что квадраты их максимальных (конечных) 
скоростей относятся, как высоты падения. Это показано 
Галилеем в третьем диалоге „О движении“ и подтверждено 
на бесконечном числе прекрасных экспериментов, так же как 
и то, что приобретенная при падении скорость может под- 
нять тело снова на первоначальную высоту. Сверх того, 
доказательства обоих положений даны в моей книге о маят- 
никовых часах. Исходя из этих положений, можно вывести 
указанную теорему. 


Предложение УШ 


Если сталкиваются два тела, движущиеся навстречу 
друз друц] со скоростями, обратно пропорииональными их 
величинам! то каждое тело отскочит с той же скоростью 
с какой ударилось. 


15 Х Гюйгенс 
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Пусть (фиг. 11) сталкиваются тела А и В, из них АД 
большее. Скорость тела В — ВС относится к скорости тела 
А— АС, как величина тела АД к величине тела В. Надо 
доказать, что после соударения тела отскочат с теми же 
скоростями, с какими ударились, а именно, А — со ско- 
ростью СА, а В— со скоростью СВ. 

Доказано, что если Д отскакивает со скоростью СА, 
то В отскочит со скоростью СВ, так как иначе относительная 
скорость расхождения тел не была 
бы равна их относительной скорости 
сближения (предложение [\). 

Предположим сначала, что А от- 
летает не со скоростью СА, а, если 
это возможно, с меньшей скоростью 
СР; тогда В должно отлететь со 
скоростью СЁ, большей, чем ско- 
рость В до удара, так, чтобы 
ДЕ= АВ (предложение ПУ). Пред- 
положим, что тело 2 приобрело 

Фиг. 11. свою прежнюю скорость АС, с ко- 

торой оно стремилось к удару, путем 

падения с высоты АН (конечно, так, чтобы в конце падения, 

в точке ДД, вертикальная скорость превратилась в равную по 

величине горизонтальную скорость АС). Предположим, что 

и В приобрело скорость ВС путем падения с высоты КВ. 

Следовательно, эти высоты относятся как квадраты конеч- 
ных скоростей, т. е. АС?: СВ —=НА:КБВ. 

Если затем, после удара, тела А и В изменят свои 
горизонтальные скорости СД и СЁ на вертикальные вос- 
ходящие,?\ то 2 подымется на высоту АЁ, такую, что 
АЁ: АН=С]*:СА*. Ибо если АЁ и АН находятся в ука- 
занном соотношении, то, несомненно, тело, упавшее с высоты 
ГА, приобретет скорость СДО; следовательно, и наоборот — 
тело, обладающее скоростью СДО, может подняться на вы- 
соту АС, как следует из указанных выше положений. С дру- 


м 
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гой стороны, если тело В превратит свою скорость СЁ 
в вертикальную восходящую, то В достигнет высоты ВМ, 
такой, что МВ: КВ=СЕ?:СВ.? 

Соединим Ни Ки [и М прямыми линиями. Эти линии 
непременно пересекутся, скажем, в Р. Разделим обе линии 
в Ми О в отношении величин тел Ви ДА, т. е. так, чтобы 
АС относилось к СВ, как НМ к МК и как ГО к ОМ. 
Следовательно, если центр тяжести тела АД находится в Н 
и центр тяжести тела В находится в К, то общий центр 
тяжести будет находиться в М. Но после падения тел из 
НиК и после того, как, соударившись, они вновь подымутся 
до Си М, их общий центр тяжести будет в О. А это не- 
возможно, так как точка О лежит выше М, как мы сейчас 
покажем. В механике существует теорема совершенно не- 
сомненная, что никакое движение тел, вызванное силами 
тяжести, не может поднять центра тяжести выше первона- 
чального положения. Что точка О лежит выше М, дока- 
зывается следующим образом. Шо Эвклиду, книга 2-ая, 
предложение 4, имеем: 


ЕС? — ВС*=2СВ. ВЕ + ВЕ*= (ЕС -н СВ) ВЕ, 
равным образом 
АС*— Ср*=(АС-- СБ) АР, 
но 
АРр=БЕ, так как АВ=ДЕ. 
Следовательно, 
(ЕС*— ВЕ): (АС*— СР?) =(ЕС -н СВ):(АС-- СБ. 
Так как 


(ЕС -- СВ)>2СВ и (АС-- СБ) <2АС, 


то 
(ЕС-- СВ): (АС-+ СБ)> СВ:СА, 
также 
(ЕС*— ВС*): (АС*— СР) > ВС:СА, 
но 


ЕС*: ВС*—=МВ:ВК 
15* 
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или, вычитая по единице, 


(ЕС*— ВС*): ВС?= МК: КВ; 


и так как 

СВ: СА—=КВ:НА, 
и далее 

С А?*: Ср*=НА: АЁ, 
имеем 


СА?:(С А?— СР?) = НА:НЕ. 
Отсюда следует 
(ЕС* — СВ?) :(АС*— СР") = МК: НЕ 
и, следовательно, 


МК:НЕ> ВС:СА, 


но 

МК: НЕ = МР: РГ, 
и 

ВС:СА=МО: ОЕ. 
Это дает 


МР:РЕЬ> МО : ОБ, 
или, прибавляя с двух сторон по единице, 


МЕ: РЁ > МЕ: ОГ, 


значит [О > СР, т. е. О лежит между точкой пересечения 
Р и М. Соединительная линия точек О и М параллельна 
вертикалям МВ и НА, потому что в точках О и М прямые 
ЁМ и НК делятся в том же отношении; так как М лежит 
выше А, то и О лежит выше №. Тем самым это последнее _ 
доказано. 

Разберем теперь случаи, когда тело А отскакивает после 
удара со скоростью СДО, большей, чем скорость СА, кото- 
рой оно обладало до Удара (фиг. 12), если это вообще 
возможно. Но СД будет меньше, чем СВ, так как только 
при равенстве величин 4 и р А отскочило бы со скоростью СВ 
(по предложению П). 

В отскакивает со скоростью СЁ такой, чтобы ДЁ == АВ 
(по предложению [\). В остальном мы проводим рассужде- 
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ние и построение, как в предыдущем случае. При этом 
окажется, что выше Н, так как ОС больше АС, и что 
М лежит ниже А, так как ЁС меньше СВ. После этого 
доказывается так же, как в вышеизложенном случае, что 


(РС?— СА»: (ВС*— СЕ*)=(АС-- СБ): (ЕС-+ СВ). 


и. 


Фиг. 12. 


Так как последняя сумма меньше 2СВ, а предыдущая 
больше 2АС, то отношение (АС СР):(ЕС- СВ) должно 


быть больше, чем АС:СВ. Следовательно, 
(2С*—СА"):(ВС*— СЕ) АС:СВ. 


Далее можно опять доказать, что разности указанных 
квадратов относятся, как ДН к КМ. Следовательно, отноше- 
ние [Нк КМ, а также Ё[Р к РМ больше, чем АС к СВ 
или [О к ОМ. Значит, точка О лежит между Ё и Р. ОМ, 
так же как в первом случае, параллельно [Н. Следова- 
тельно, как точка / лежит выше Н, так и точка О лежит 
выше №, а это по причинам, указанным в предыдущем слу- 
чае, нелепо. 

Разберем третий случай. Предположим, что тело А после 
удара останавливается (фиг. 13). Тогда ВБ отскакивает со 
скоростью АВ (по предложению ТУ), так как до удара 
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относительная скорость тела была АВ. Предположим, как 
и раньше, что скорость ВС приобретена падением с высоты 
КВ. Тогда из соотношения СВ: АВ? = ВК: КМ определяется 
та высота ВМ, на которую может подняться тело В, если 


М 


Фиг. 13. 


оно превратит свою горизонталь- 
ную скорость АВ в вертикальную 
восходящую. Так как тело Д по- 
сле удара останавливается, то оно 
остается на линии АБ. Если мы 
проведем линию АМ и разделим ее 
в О так, что АО:ОМ, как АС: СВ, 
то общий центр тяжести обоих тел 
поднимется до высоты О. Когда 
тела находились в точках Н и К, 
из которых они, по предположению, 
упали, то их общий центр тяжести 
находился в точке М, определяемой 
из условия: Н/М относится к МК, 
как АС к СВ. Если мы теперь по- 
кажем, что О лежит выше М, то 
мы будем иметь такое же, как и 


прежде, приведение к нелепости. Это делается следующим 
образом. Из соотношения АВ?: ВС? = МВ:ВК путем вычи- 


тания единицы получаем 


(АВ? — ВС"): ВС* = МК: КВ. 


Далее, при наших предположениях мы, как в первом 


случае, имеем 


ВС*:С А?=кКВ:НА. 


Следовательно, 


(АВ? — ВС*®): СА*= МК:НА. 
Так как левая часть равенства больше ВС:СА, то и 


МК :НА>ВС:СА 


или 


МР:РАЗМО:ОА. 
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После прибавления единицы 
МА: АРЪМА: АО. 


Значит АР< АО, откуда ясно, что О лежит между Ри М. 
Но Н выше, чем К; так как ОЛ параллельно МК, то и О 
выше Л, что и надлежало показать. 

Разберем, наконец, случай, когда тело А продолжает 
после удара двигаться в том же направлении со скоростью 
СЕ (фиг. 14), тогда скорость СЁ, конечно, не будет больше 
АС; далее, В будет 
двигаться впереди со ДИАНА в Е 
скоростью СС, превос- 
ходящей СРна Ра =АБ Фиг. 14. 

(по предложению [Ш\). 

Невозможность этого устанавливается следующим образом. 
Отложим СШ, равное СА, и ДЁ, равное АВ, тогда СЁ 
настолько же меньше ЕД, насколько СС больше того же 
ЕР или РО. Но ранее доказано, что телу В нельзя при- 
писывать даже скорость СЁ, когда тело 4 отскакивает со 
скоростью СД, так как это привело бы к нелепости, а именно, 
к поднятию центра тяжести выше первоначального уровня 
при превращении горизонтальной скорости в вертикальную; 
тем более недопустимо приписывать телу В скорость СС, 
которая значительно больше СЁ, в то время как 4 имеет 
скорость СА, равную СД. Поэтому тело после удара не 
будет продолжать движения в ту же сторону. 

Остается только допущение, что тело А отскакивает 
после удара с той же скоростью СА, с которой оно двига- 
лось до Удара, а следовательно, тело В отскакивает со 
скоростью СВ, что и требовалось доказать.” 


ЦИИ 


Предложение [Х 


Даны два неравных тела, соударяющихся прямым ударом, 
из которых движутся оба или одно, если друзое в покое, 
и даны скорости обоих тел до удара или однозо, если 
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друзое покоится. Найти скорости обоих тел после 
удара." 

Пусть тело А (рис. 15) движется вправо со скоростью АР. 
В движется или навстречу, или же в том же направлении 
со скоростью ВД (или, наконец, находится в покое, так что 
точки ВР и Ш) совпадают). Относительная скорость тел 


равна ДВ. 
в. ) СЕ © Разделим АВ в точке С 
так, чтобы отношение АС 
к СВ было бы равно отно- 
шению величины Вк А, и 


а, ПИН отложим СЁ, равное СР. 
[А Г.) р 


Я утверждаю, что после 


@- [а р С удара скорость точки 4 бу- 
Ё 


‚дет ЁА, а скорость точки В 


А Ги |] р 
В будет ЕВ; при этом направ- 
„А р [№ Го) ление движения дается по- 
О 


д Е Сс в рядком точек АЕ, ЕВ. 


в ВИ у 5 э Если Е совпадает с А, 
и 6: то тело Д останавливается 


при ударе, если Ё совпадает 
Фиг. 15. с В, то останавливается 
тело ВБ. 

Если мы покажем верность этого положения на лодке, 
движущейся с постоянной скоростью, то мы можем с несо- 
мненностью утверждать, что явление будет протекать таким же 
образом и на берегу. Представим себе лодку, движущуюся 
вдоль берега; стоящий в лодке пассажир держит в своих 
руках Ри Р концы нитей, к которым подвешены шары Ди В, 
и двигает их со скоростями АД и ВЛ (относительно себя 
и лодки), так что они сталкиваются в Д. В то же время 
лодка движется со скоростью ДОС в направлении от Дк С. 
При этом окажется, что шар „4, с точки зрения наблюда- 
теля на берегу, будет двигаться вправо со скоростью АС, ` 
так как его скорость относительно лодки была АД, а шар В, 
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имевший относительно лодки скорость ВД, движется относи- 
тельно берега со скоростью ВС влево. Если наблюдатель. 
на берегу возьмется своими руками Н и К за руки пас- 
сажира Ри С, а следовательно, и за концы нитей, с кото- 
рых свешиваются шары 2 и В, то окажется, что в то 
время как пассажир в лодке сдвигает шары, со своей 
точки зрения, со скоростями АД и ВД, человек на бе- 
регу, с точки зрения берега, сдвигает их со скоростями АС 
и ВС. 

Так как эти скорости находятся в обратном отношении 
величин тел, то для наблюдателя на берегу шары должны 
после удара отскочить с теми же скоростями СА и СВ, как 
было показано выше. Но лодка смещается со скоростью ОДС 
или СЁ, причем направление движения лодки дается поряд- 
ком точек Си В. Отсюда вытекает, что шар 4 движется 
относительно пассажира и лодки со скоростью ЕЛА в направ- 
лении, указываемом порядком точек Ёи А, а шар Б, также 
относительно пассажира и лодки, со скоростью ВЁ в направ- 
лении, указываемом порядком точек Еи В. Если точка Е 
совпадает с Д или В, то очевидно, что тело А или тело В 
движется после удара с той же скоростью, как лодка, и 
в том же направлении; отсюда следует, что в этих случаях 
А или В соответственно находятся в покое, относительно 
лодки. Таким образом, мы показали, что тела А и В, 
двигавшиеся на лодке навстречу друг другу со скоро- 
стями АР и ВО, движутся после удара на той же лодке 
со скоростями ЕЁА и ВЕ в направлениях, указываемых 
порядком точек. Но то, что происходит в лодке, дол- 
жно, как мы указали, происходить таким же образом и на 
неподвижной земле. Следовательно, наше утверждение пра- 
ВИЛЬНО. 

Из нашего построения можно вывести следующее пра- 
вило для вычисления. Пусть оба наши тела движутся. Пусть 
отношение суммы величин двух тел к удвоенной величине В 
равно отношению относительной скорости двух тел к некото-- 
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рой вспомогательной скорости С. Разность между этой 
скоростью С и скоростью 2 до удара дает скорость А 
после удара. В одном случае, а именно, когда оба тела 
движутся в одном направлении и тело В догоняет тело 2, 
надо брать не разность скоростей, а сумму. Если разность 
скоростей равна нулю, то тело А после удара останавли- 
вается. 

Когда найдена скорость 2, то известна и скорость ВБ, 
так как относительная скорость тел должна остаться той же, 
что и до удара. Если тело А первоначально находилось 
в покое и двигалось только тело В по направлению к телу 2, 
то скорость Д после удара равна скорости С, определен- 
ной так, как выше указано. Отсюда выводится следующая 
теорема. 


Предложение Х 


Скорость, которую большее тело сообщает меньшему, 
находяшемуся впокое, относится к скорости, которую 
меньшее тело, движущееся с той же скоростью, сообщает 
неподвижному большему, как величина большею тела 
к величине меньшезо.® 

Предположим, что тело А больше тела В, и пусть покоя- 
щееся тело АД получает от тела В, движущегося со ско- 
| ростью ВА, скорость АС 
36 Е (фиг. 16), а покоящееся те- 

ло В от тела А, движуще- 
Фиг. 16. гося со скоростью АВ, — 
скорость ВО. Я утверждаю, 
что ВО относится к АС, как А к В по величине. 

Действительно: по теореме [Х скорость ВО относится 
к удвоенной ДВ, как тело А к сумме тел Д и В; с другой 
стороны, сумма (А+В) относится к ВБ, как удвоенная 
‘скорость АВ к скорости АС; отсюда скорость ВД относится 
к скорости АС, как тело А к телу В, что и требовалось 
доказать. 
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Предложение Х] 


При соударении двух тел сумма произведений из их 
величин на квадраты их скоростей остается неизменной 
до и после удара; при этом отношения величин и ско- 
ростей должны быть выражены числами и отрезками. 

Имеем два тела Ди В, из которых А до удара имело 
скорость АД, а В — скорость ВО. После удара скорость А, 
найденная согласно вышеприведенному построению, есть ЁА, 
а скорость В есть ЕВ. 

При построении АВ было разделено в С таким образом, 
чтобы ВС относилось к СА, как Ак В. Затем было отло- 
жено СЁ, равное СД. Так как отношение величин Ди В 
дается отношением ВС к СА, то надо доказать, что?" 


СВ. АР*-- СА .ВР*=СВ.ЕА?-- СА. БЕ?. 


Если даны четыре величины, из которых первая настолько 
больше второй, насколько третья больше четвертой, или 
наоборот, первая настолько меньше второй, насколько 
третья меньше четвертой, то, несомненно, сумма первой и 
четвертой величин равна сумме второй и третьей. 

Поэтому наша теорема верна, если мы докажем, что 


АР. СВ—ЕА?- СВ = ВЕ*. СА— ВР”. СА. 


Доказательство этого равенства ведется следующим 
образом. Во всяком случае видно, что либо точка С’ ока- 
жется между А и О, либо точка О между Аи С. 

Если С лежит между А и Д, то АД равно сумме 
(АССР), а АЕ равно разности тех же величин, так как 
СЕ=<СР; следовательно, АД всегда больше ДА. 

В этом случае ВЁ равно сумме (ВС-- СЕ) и ВО равно 
разности тех же величин. Следовательно, ВЕ всегда 
больше ВД. Напротив, если О лежит между Аи С, то АЕ 
равно (АС -н СЁ), а АД их разность. Значит АЁ больше АД, 


вместе с тем в этом случае ВР больше ВЕ. Таким образом, 
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д У——— 


когда .4/) больше АЁ, то и ВЕ больше ВЛ; а когда АЕ 
больше АД, то и ВО больше ВЕ. 

Далее, так как ДОЁ делится пополам в точке С, то при 
любом положёнии точки Д разность квадратов 40? и АЕ? 
равна учетверенному прямоугольнику АС. СР или АС. СЕ 
(по Эвклиду, кн. П, теорема 8). 

За отрезки, разделенные любым образом, приходится 
брать разные линии в разных случаях (фиг. 17). В первом 

и пятом случаях надо взять 
ЕСД 8 АС, разделенное в Ё, во 
Я втором и восьмом — отрезок 


АСЕ 
(5 о (3 АС, разделенный в Д, в 
и третьем и четвертом — отре- 


зок ЕС, разделенный в ДА, 

Е СЪ С = ? в шестом и седьмом случа- 
Е се в/-р ях, в которых исчезает квад- 
о—— рат ДЁ, мы вместо ДД*— 
(3—3 АЕ? имеем АЛ», которое так- 


А с В р же равно 4АС.СОР или 

Е 4АС . СЕ. Опять-таки вслед- 

т ствие того, что ДЁ делится 

ы пополам в С, всегда и при 

Фиг. 17. любом положении В раз- 

ность ВЕ? — ВО? равна уче- 

тверенному прямоугольнику ВС-СЛР или ВС-СЕ. Вслед- 

ствие одинаковости высот 4ВС. СЛ относится к 4АС. Ср, 

как ВС к АС. Следовательно, (ВЕ?— В?) относится к 
(АР?— АР”), как ВС к АС. 

Произведение из разности квадратов 1 и АЁ? на 
отрезок ВС, или, что то же самое, разность произведений 
АГ’. ВС и АЁЕ?.ВС равно произведению разности квадра- 
тов ВЕ? и В на отрезок АС или разности произведений 
ВЕ?- АС и ВО. АС. 

При этом всегда, когда Г больше АЕ”, также и ВЕ? 
больше ВЛ? и наоборот АР? меньше ДЁ?, ВЕ? одновременно 
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ии ААА ни ——————щЦ5ммм.мм.мМмм.“"°О—— Ш 6868—0038 —4—— 


меньше ВО. Отсюда ясно, что произведение 210*.ВС 
всегда настолько больше или меньше ЛЁ?.ВС, насколько 
ВЕ. АС больше или меньше ВД». АС, что и требовалось 
доказать. 


Лемма | 


Пусть прямая АВ (фиг. 18) разделена в С и О так, что 
АС«СР< ВР. Я утверждаю, что прямоуольник АР. СВ 
меньше удвоенной суммы прямопольников АС-СР- 
Ср. рвВ.2 

Над отрезком СД строим квадрат СМ№ и продолжаем СС 
до ЕЁ, так что СЁ равно АС. 

Далее строим прямоугольник Е К Е 
СЕ и продолжаем ОМ до К 
и СМ до Н. 

Так как СС равно СДи СЕ 
равно АС, то СЁ равно АД. 
Следовательно, прямоугольник 
СЕ= АР. СВ. 

Прямоугольник Ё/Л равен 
АС - СР; прямоугольник МВ = Фиг. 18. 
—=Ср.ДВ. Требуется дока- 
зать, что прямоугольник СА меньше удвоенной суммы пря- 
моугольников ЕМ№М и МБ. 

Берем СЁ, равное СЁ, и проводим Г.М параллельно АВ. 
Линия [М ляжет между СН и СВ, так как С[Г., равное СЁ, 
по условию меньше СД. Прямоугольник СО меньше прямо- 
угольника ОМ, так как СД меньше ОВ. Прямоугольник 2 
равен прямоугольнику М№Ё и прямоугольник /ММ равен прямо- 
угольнику ЛР. Поэтому сумма прямоугольников 2.М и МЕ 
равна сумме прямоугольников ЁМ№ и ММ. 

Если теперь к равным суммам прибавить неравные вели- 
чины, то должны получиться величины неравные, а именно, 
сумма прямоугольников ЁМ, МЕ и ГО должна быть меньше 
суммы прямоугольников Ё/М, №ММ и ОМ. 
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Сумму прямоугольников (С/Л-- МЕ -- ЁР) можно заменить 
через С/№-+- МЕ, а сумму прямоугольников (ЕМ№-- ММ + РМ} 
через МВ —н МЕ. 

Итак, С№М-н МЕ < МВ -н- МЕ. Прибавляем к правой и левой 
части неравенства по М№В + МЁ и замечаем, что С№М-н МЕ-н 


+ ЛВ -н МЕ= СЕ. Мы получаем 
СЕ< 2 (МВ -н МЕ), 


что и требовалось доказать. 


Лемма П 


Пусть прямые АВ, АСи АД (фи. 19) представляют 
три пропорциональных величины, из них АВ— наибольшая. 
Прибавим ко всем длинам одинаковую длину АЕ. 

Я утверждаю, что плошадь прямоузольника, построен- 
ного на сторонах БЕ и РЁ, больше квадрата СЕ’. 


[2] ( 0 А Е 
ии 


Фиг. 19. 


Из пропорции АВ: АС = АС: АД следует 
(АВ АС):(АС- АР)=ВС:СРр= АВ: АС= АС: АР. 


Н С 6 Е ВС > СЕ. . 

о отношение 1 т) больше туз а значит ту > тр; пере 
ВС Ср 

ставляем внутренние члены СЕ > ТБ; прибавляем по еди- 


СЕ С ЕР ВЕ Е 
нице Веов > Сре р ‚› отсюда Е > га ‚ или ВЕ. ЕД 


> СЕ’. 
Предложение ХП 
Если одно тело А движется по направлению к другому С, 


большем или меньшему, находяшемуся в покое, то оно 
сообщит ему ббльшую скорость, чем при непосредственном 
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ударе, если между телами Аи С включить еше тело В 
средней величины, также в состоянии покоя. Наибольшую 
скорость тело сообщит тозда, козда включенное третье 
тело является средним пропорииональным между краи- 
ними. 

Пусть тело А (фиг. 20) движется по направлению к непо- 
движному телу С. Пусть А больше или меньше Си пусть 


между ними находится непо- 
движное тело В средней ве- (9 


© 


личины, так что Д сначала 
приводит в движение тело ВБ, 
а В потом приводит в дви- 


> 
-_ Ими 


жение С. я 

Я утверждаю, что таким 2 р ы 
образом тело С получит [ К 
большую скорость, чем при меб 
непосредственном ударе те- М, 9 
ла А. Пусть длины ДЕ, ЕН | 
и НК взяты в том же отно- Фиг. 20. 


шении, как и тела А, ВБ, С. 
Пусть ГР скорость тела А, [О — удвоенное [Р. Если 
сумма (РЕ-- ЕН) относится к ДЕ так, как СО относится 
к МК, то МК есть скорость, приобретенная телом В после 
удара тела А (по предложению [Х). Пусть М5 есть удвоенное 
МК. Если сумма (ЕН-- НК) относится к ЕН, как МУ 
к №, то № будет скоростью тела С после соударения с В, 
движущимся со скоростью МЛ (по теореме [Х). Наконец, 
если сумма (ДЕ-- НК) относится к ДЁ так, как [Ок О, 
то О есть скорость, приобретаемая телом С при непосред- 
ственном ударе тела 4, со скоростью ЁР. Надо доказать, 
что М больше О. 

Мы имеем 

ЕО: М= (ГО: МЮ) (МК : №). 

Далее 


ГО:МК=НР: РЕ; МК: М=КЕ:2ЕН, 
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ибо КЁ: ЁН =5М : М, следовательно, 
КЕ: ЗЕН=5М:2М№М=ЮМ: М. 
Следовательно, 
ГО: М=(НО: РЕ) (КЕ:2ЕН)= НР -КЕ:2РЕ- КН, 
равным образом 
О0:О =(рЕ-- НК): РЕ=(2рЕ-ЕН  2ЕН * КН):2РЕ.ЕН, 
но по лемме | 
Нр. КЕ<2РЕ- ЕН. 2ЕН + НК, 


следовательно, 


ГО: М№М< ЁО:О 
и окончательно 


№М> О. 


Пусть теперь тело В является средним пропорциональ- 
ным между телами Ди С. Я утверждаю, что в этом случае 
телу С сообщается наибольшая из возможных скоростей. 


№ 
у: М! М [о 9 
——4 


Фиг. 21. 


Включим сначала вместо В большее тело Х (фиг. 21), 
так что АД ударяет в Х, а Х-—в С, и попытаемся утвер- 
ждать, если это возможно, что тело С получит теперь 
большую скорость, чем от В. 

Пусть А:Х=Е:ЕТ. Тогда ЕТ больше ЁН, если 


отрезки ДЕ, ЕН, НК соответствуют величинам тел Д, В, С, 
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т. е. если ЕН — средняя пропорциональная между ОДЁ и НК. 
Пусть ИЕ будет третьей пропорциональной к 7Ё и НЕ. 

Найдем теперь, как это сделано выше, при помощи 
теоремы [Х скорость № приобретаемую телом С при вклю- 
чении промежуточного тела В. Подобным же образом полу- 
чим для тела С’ скорость С; соответствующую включению 
тела Х.. 

Если сумма (АХ) относится к А или, что то же, 
(РЕ-- ЕТ) относится к ДЕ, как [О к ГУ, то ГУ есть 
скорость Х, сообщенная ему телом А; далее, если отноше- 
ние (Х-+С) к Х, или отношение (ЕГ-- НК) к ЕТ равно 
отношению 2/У, т. е. ДУ, к С, то С есть скорость тела С, 
приобретенная при ударе тела Х. 

Мы должны доказать, что Л больше С. Мы имеем, как 
и раньше, 

ЕО: М=(НР: РЕ) (КЕ:2НЕ), 
но теперь 


КЕ:2НЕ=НР:3ЗЕР, 
так как АН, НЕЁ, ЕД составляют прогрессию. Следовательно, 


[Э:М== НД*:2)Е?*. 
Далее 
ГО: С =(ЁС: УГ) (УГ: 0). 
Но 


ГОз:ТУ= ТР: ДЕ; а ГУ: @ =(КН-н ТЕ):2ТЕ, 
так как по построению 
(КН-н ТЕ): ТЕ=У: С, 
и, следовательно, 
(НК.-н ТЕ): 2ТЕ = ЁУ:2С =1У: С; 
и мы получаем 


ГО: С =(ТЬ: РЕ) (КН -+- ТЕ):2ТЁЕ]. 
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То обстоятельство, что ДЕ, ЁН, НК составляют геометри- 
ческую прогрессию, так же как ЁИ, ЕН, ЕТ, приводит 
к равенствам 


РЕ. НК=ЕН?* и Е» ЕТ=ЕН?. 


Следовательно, ДЁ. НК ==ЕИ*+ЕТ, или 
ГЕ: Ер—=НК:ЕТ; 


прибавляем по единице: 


Ир:ЕР=(КН-+ ЕТ): ЕТ 


Ир:2ЕР=(КН-+ ЕТ):2ЕТ. 


отсюда 
0:6 =(ТЬ: ОЕ) (ИР:2РЪЕ) = ТР+ ИБ:20Е*, 
с другой стороны, 


ГО: М=НрР*:2рЕ*. 
Но по лемме П ТРО. УД НР», так как ТЁ, НЕ, ИЕ 


составляюТ пропорциональный ряд и ко всем членам прибав- 
лено ЕД; следовательно, 


[9:6> ГО0:М, 


№ С, 
что и требовалось доказать. 

Теперь предположим, что между Аи С включено тело Х 
меньшей величины, чем В (фиг. 22), и попытаемся утверждать, 
что от этого возрастет скорость тела С. Пусть А: Х= РЕ: ЕТ, 
так как мы приняли Х меньше Г, то и ЕТ меньше ЕН 
ибо ЁН относится к ДА, как Вк А. 

В остальном надо повторить то же построение и то же 
доказательство, как и выше, и опять получится, что М> Ц. 

Итак, установлено, что покоящееся тело С получает наи- 
большую скорость при включении такого промежуточного тела 
В, которое является средним пропорци ональным между ДиС. 
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Предложение ХШ 


Покоящееся тело получает от движушеося, неравнозо 
ему тела тем больше движения, чем больше промежуточ- 
ных тел включено между двумя данными телами. При 
данном числе промежуточных тел наилучшая передача 
движения достизается в том случае, если включенные 
тела составляют вместе с крайними телами зеометри- 
ческую прозрессию.“ 

Пусть тела А, В, С -— составляют прогрессию, т. е. 
А:В=В:С; из них А движется, Ви С стоят. 


Фиг. 22. 


Тогда наибольшая скорость, которую можно сообщить С 
включением одного тела, будет достигаться включением 
тела В (по предложению ХП). 

Что включение двух промежуточных тел может дать еще 
большее движение, ясно из следующего. Если между Аи В 
включить тело /), являющееся средней пропорциональной 
между Аи В, то ВБ приобретет ббльшную скорость, чем при 
непосредственном воздействии 4, а чем больше скорость В, 
тем большее движение сообщится С. Следовательно, дви- 
жение С’ увеличивается от включения двух тел ОД и В 


16* 
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вместо одного тела В. Если теперь на место В включить 
другое тело, среднее пропорциональное между Ди С, то С 
получит еще большее движение, чем от Ди В. Что наи- 
большее движение для крайнего тела при включении двух 
тел будет достигнуто тогда, когда А, О, В, С, составят 
геометрическую прогрессию, доказывается следующим обра- 
зом. 

Прежде всего ясно, что нельзя довести скорости С 
включением двух Тел до произвольной величины, Так как 
скорость [) всегда меньше, чем удвоенная скорость 4, 


3 @ о 
о ®@(3 


Фиг. 23. 


скорость В всегда меньше, чем удвоенная скорость 0), и 
скорость С всегда меньше, чем удвоенная скорость В, и 
следовательно, меньше, чем увеличенная в 8 раз скорость 4. 
Отсюда видно, что есть предельная скорость для тела С. 
Пусть предельная скорость Ё достигается при включении 
тел Ди В между Ди С. Я утверждаю, что она достигается 
тогда, когда. А, Ш), В, С образуют геометрическую про- 
грессию. | 

Действительно, если бы А, ОД, В не составляли прогрес- 
сии, то, заменив /) телом, являющимся средним пропорцио- 
нальным между А и В, можно было бы увеличить ско- 
рость В, а следовательно, и С. При этом С получило бы 
‚скорость большую Ё, что нелепо, так как было предполо- 
жено, что Ё— наибольшая скорость, которой может до- 
стичь С’ при включении двух тел. Соответственно, если Д, 
В, С не составляют прогрессии, то, заменив В средним 
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пропорциональным между /) и С, можно было бы увеличить 
скорость С, что привело бы к той же нелепости. Следова- 
тельно, как 2, /), В, так и О, В, С составляют прогрессии, 
и 4, О, В, С составляют единую геометрическую прогрес- 
сию, что и требовалось доказать. 

Далее подобным же рассуждением можно показать, что 
включением трех промежуточных тел можно сообщить телу 
С ббльшую скорость, чем при включении только двух тел 
и Т. д. Затем можно показать, что тело С’ получает наиболь- 
шую скорость в том случае, если все тела составляют еди- 
ную геометрическую прогрессию. Следовательно, предложе- 
ние доказано. 

Если дан ряд из ста тел, причем отношение величин 
каждых двух последовательных тел есть два к одному, то рас- 
чет, произведенный согласно правилу, указанному в предло- 
жении [Х приводит к следующему результату. Ёсли движе- 
ние начинается с самого большого тела, то скорость самого 
малого будет находиться к скорости самого большого в от- 
ношении 14760000 000:1. Если же движение начинается 
с самого малого, то количество движения возрастает в целом 


в отношении 1:4 677 000000 000.7 


О ЦПЕНТРОБЕЖНОЙ 
СИЛЕ 


2 


Тяжесть есть стремление к падению, к движению вниз. 
Если принять, что движение весомых тел при падении по 
вертикали или по наклонным плоскостям происходит так, 
что их скорость увеличивается на равные величины 
в равные времена, то можно строго доказать, что пути, 
проходимые от начала движения в разное время, относятся, 
как квадраты этих времен. Это прекрасно согласуется 
с опытом. Отсюда следует справедливость нашего пред- 
положения. Опыты Галилея, Риччиоли и мои дают соглас- 
ные результаты, если учесть малое отклонение, зависящее 
от сопротивления воздуха, и притом тем меньшее, чем тяже- 
лее тело по сравнению с размерами его поверхности и чем 
меньше пространство, в котором наблюдается движение. 
Поэтому вполне правдоподобно, что при отсутствии сопро- 
тивления воздуха можно было бы подтвердить закон и при 
падении со значительной высоты. Мы знаем, что пробковый 
шар благодаря сопротивлению воздуха вскоре начинает 
падать с постоянной скоростью. То же должно произойти 
и со свинцовым шаром, если уменьшить его размеры на- 
столько, чтобы его поверхность относилась к его весу 
так же, как у пробкового шара. Для этого нужно, чтобы 
поперечник свинцового шара относился к поперечнику проб- 
кового шара, как удельный вес пробки к удельному весу 
свинца. Это я показал по другому случаю. Я думаю, что 
и любых размеров свинцовый шар при падении в воздухе, 
в конце концов, достигнет постоянной скорости, правда, 
пролетев громадное расстояние. Закон ускоренного движе- 
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ния оказался бы неприемлемым. Следовательно, строго 
говоря, он никогда в точности не соблюдается. Все-таки 
рассуждения Галилея об этом движении остаются превосход- 
ными и полезными; они во всяком случае не уступают всей 
механике весомых тел, в которой ведь принимается, что 
весомые тела падают по параллельным линиям, в то время 
как эти линии сходятся к центру земли. Впрочем, нам для 
доказательства тех теорем, с которыми мы будем иметь 
дело достаточно, что на произвольно малом участке ускоре- 
ние! растет, считая от точки покоя, как ряд нечетных чисел, 
как установил Галилей. 

Таким образом, когда весомое тело подве- 
шено на нити (фиг. 1), то нить испытывает 
натяжение, так как тело стремится удалиться 
в направлении нити и притом ускоренно, в со- 
гласии с вышеприведен- 


ным законом. Но при . р 
скоренном движении 
ускор , — 
происходящем по указан- _— 
ной прогрессии, тела мо- А 

Фиг. 1. гут проходить в равные Фиг. 2. 


времена различные рас- 
стояния, например в случае, если тело, находящееся на наклон- 
ной плоскости АВ подвешено к нити СО, параллельной 
наклонной плоскости ДВ (фиг. 2). И в этом случае тело 
стремится ускоренно двигаться в направлении ДС, но не 
таким образом, чтобы в некоторый определенный промежуток 
времени пройти тот путь, который оно прошло бы, если 
бы было отпущено с вертикальной нити. Поэтому теперь и 
натяжение нити меньше; тем меньше, чем меньше путь, прой- 
денный вдоль наклонной плоскости, по отношению к пути, 
пройденному в то же время по вертикали. 
Если два равных груза, висящих на нитях, стремятся 
удалиться в направлении нити тем же ускоренным движением 
и так, что в одинаковые времена будут проходить одинако- 
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вые пути, то мы будем испытывать одинаковые натяжения 

нитей вниз или вверх или‘куда бы ни было направлено натя- 

жение. При этом безразлично, откуда берется это стремле- 

ние, лишь бы оно существовало. Но такое стремление суще- 

ствует, если тело, будучи отпущено, т. е. не испытывая 

противодействия, будет совершать движения указанного 

характера. Надо притом рассматривать только начало движения, 

ограничиваясь сколь угодно малым промежутком времени. 
Если, например (фиг. 3), шар В висит на нити ДВ и 

сбоку касается вогнутой поверхности СД в точке такой, 

что линия, соединяющая точку касания с цен- 

тром шара, перпендикулярна как к нити, так 

и к касательной к вогнутой повер‹ности, то 

мы знаем, что поверхность не поддерживает 

нтара и натяжение нити то же, как если бы кри- р; 

вой поверхности не было. Однако, если от- 

резать нить, то тело будет падать вдоль кри- 

вой поверхности не так, как при свободном 

падении, и даже не будет соблюден в точно- 

сти закон нечетных чисел 1, 3, 5, 7. По- 

этому, если мы хотим изучить это стремле- Фиг. 3. 

ние к движению, то нам не нужно рассма- 

тривать, что произойдет с телом, некоторое время спустя 

после отделения от нити, а надо рассмотреть возможно 

меньший промежуток времени, начиная от начала движения. 

А шар В при отделении от нити начнет двигаться совсем 

так, как при вертикальном падении, так как в начале движе- 

ния направление его будет по линии АВ, параллельной 

касательной к кривой поверхности в С. Рассмотрим теперь, 

какое и с какой силой стремление удалиться от центра имеют 

тела, прикрепленные к вращающейся нити или колесу. 
Пусть колесо ВС (фиг. 4)? движется в горизонтальной 

плоскости около центра 2; прикрепленный к периферии 

шарик, пришедший в ВБ, имеет стремление продолжать свое 

движение по прямой ВН, касательной к колесу. В этом 
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направлении шарик начал бы двигаться, если бы освободился 
от колеса. Шарик продолжал бы это движение неизменно, 
если только не будет отклонен вниз силой тяжести или же 
если его движению не воспрепятствует столкновение с дру- 
гим телом. На первый взгляд трудно понять, почему тогда 
существует натяжение нити АВ, если тело В, стремится 
двигаться по прямой ВН, 
перпендикулярной длине 
нити. Но все объясняется 
следующим образом. Пред- 
ставим себе это колесо до- 
статочно большим, таким, что 
бы оно легко могло увлечь 
с собой человека, стоящего 
на окружности и, конечно, 
прикрепленного в В так, что- 
бы его не могло выбросить 
Фиг. 4. с колеса. Пусть этот чело- 
век держит в руке нить со 
свинцовым грузом на конце. Благодаря вращению нить 
будет натянута таким же образом и с одинаковой силой, 
будет ли она удерживаться в руке или продолжена до 
центра А и там закреплена. Причину натяжения нити мы 
теперь легче поймем. Возьмем равные дуги ВЁ и ЕЁ, 
малые по сравнению с величиной окружности, например 
в сотую долю окружности или еще меньше. Эти дуги чело- 
век на колесе пройдет в одинаковые времена. А свинец, 
если бы его освободить, в те же времена прошел бы по 
касательной равные этим дугам длины ВС и СР. Правда, 
точки Си Д придутся не на продолжение АЁ и АЁ, а не- 
много правее, ближе к В. Теперь ясно, что свинец, будучи 
свободен, находился бы в С, когда человек придет в Ё, 
ив), когда человек придет в Л. Отсюда мы по праву 
говорим об этом стремлении у свинца. 
Если бы точки С, Д лежали на продолжении прямых 
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АЕ и АР, то свинец стремился бы удалиться от человека 
по линии, идущей от центра через человека, причем в первом 
промежутке времени он удалился бы на ЁС, во втором, — 
на РО, ит. д. Эти расстояния растут, как ряд квадратов, 
начиная с единицы: 1, 4, 9, 16, ит. д. Это соответствие 
ряду будет тем точнее, чем короче дуги ВЕ и ЕЁ. 

Поэтому можно считать, что в самом начале движения 
этих отступлений от ряда не будет. Следовательно, это 
стремление совершенно подобно 
тому, которое мы чувствуем, ко- 
гда держим шарик за нить, так 
как шарик Тоже стремится уда- 
литься в направлении нити таким 
же. ускоренным движением, так 
что в конце первого промежутка 
времени тело пройдет малое рас- 
стояние 1, в конце второго про- 
межутка 4 таких малых расстоя- 
ния, в конце третьего — 9 малых 
расстояний, и т. д. 

Так обстояло бы дело, если бы Си Д лежали бы на 
продолжении АЁи АГ. Отступление точек Си Д немного 
в сторону В приводит к тому, что шар отлетает от чело- 
века не по продолжению радиуса, а по особой кривой, 
которая касается радиуса в точке В (фиг. 5). Действительно, 
если закрепить в В касательную плоскость РО, которая 
будет продолжать вращаться с окружностью, то шар В, 
если он освободится от колеса и плоскости РЭ, опишет 
относительно плоскости и точки В, продолжающих вра- 
щаться, кривую БА5, касающуюся продолжения также 
вращающегося радиуса АВ и В. Для построения этой кри- 
вой достаточно обвязать нить вокруг В/ММ и вести конец В 
направо так, чтобы часть, не прилегающая к колесу, была 
натянута. При этом движении нить концом В опишет упомя- 
нутую линию, как легко доказать. Эта линия имеет следую- 


Фиг. 5. 
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щее свойство. Ёсли провести касательную к любой точке: 
периферии колеса, например Л, то отрезок касательной, 
от точки касания до пересечения с кривой, например /ЛМ№Ю.. 
равен дуге /МВ, как легко видеть из построения. Надо` 
доказать, что наша кривая и прямая АВ касаются в точке В. 

Пусть ЛА — касательная к окружности, параллельная АВ.. 
Несомненно, что участок кривой ВА весь лежит между’ 
АВ и №. Возьмем любую точку на этом участке кривой, 
например О, и проведем через нее касательную ГОГ; 
мы имеем /О— В[Г, и, следовательно, меньше, чем ДИ, 
тангенс той же дуги. Поэтому точка О непременно лежит 
между Ги /.. Это же построгние может быть применено, 
к любой точке кривой. 

Попытаемся теперь утверждать, что прямая ВИ ' не 
касается кривой БА в В; тогда из В можно было бы про-- 
вести прямую ВК под таким малым углом к ВИ, чтобы: 
не пересечь кривой ВК. Проводим радиус АГ парал- 
лельно БК. Пусть СН перпендикулярно к ВК и, следова- 
тельно, также к АЁ. Тогда ЁН равно синусу дуги В. и, 
следовательно, меньше этой дуги. Но отрезок прямой ДНО 
между точкой касания и нашей кривой равен дуге БГ... Сле-. 
довательно, часть кривой ВА, на которой лежит точка О, 
окажется внутри угла ГВК, как бы мал он ни был. Отсюда 
следует, что прямая ВК пересекает кривую и что поэтому В/\ 
касается кривой в точке В. 

Так как шарик, увлекаемый окружностью, стремится’ 
описать кривую, имеющую в В касательную, совпадающую, 
с радиусом и его продолжением, то ясно, что вследствие 
этого стремления нить натянута так, как будто бы шар 
стремился двигаться по продолжению радиуса. Пути, кото- 
рые шарик прошел бы по упомянутой кривой в равномерно. 
нарастающие промежутки времени относятся, как квадраты 
чисел, начиная с единицы, 1, 4, 9, 16, ит. д., если рас- 
сматривать начало движения и совсем малые пути, как 
видно из фиг. 6. Равные дуги здесь ВЕ, ЕЁ, ЁЕМ и на каса- 


` 
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тельной _В.5 равные дугам отрезки ВК, КГ, Г.М; от центра 
идут прямые ЕС, РР и М. Если бы шар оторвался в В, 
то он был бы в К, когда точка В оказалась в Ё, и, следова- 
тельно, прошел бы часть ЕК кривой; к концу второго малого 
промежутка времени, когда точка В оказалась бы в А, шар 
был бы в Ги прошел часть С кривой, и т. д. Эти части 
кривой при начале движения можно считать совпадающими 
с ЕС, ЕР М5, и т. д., которых они касаются, так как 


5 М ИД ГА . 
Е 
Е 
М 
Фиг. 6. 


можно взять столь малые дуги, начиная от точки В, что 
отношение ничтожной разности длин прямых и кривых 
к этим длинам будет меньше всякого вообразимого отноше- 
ния. Поэтому надо считать расстояния ЁК, ЁЁ и ММ, как 
растущие по закону квадратов чисел, начиная с единицы, 
1, 4, 9, 16, и, таким образом, стремление, которым обладает 
шар, находящийся на вращающемся колесе, не что иное, 
как стремление двигаться по продолжению радиуса, ускорен- 
ным движением проходя в равные времена пространства, 
растущие, как 1, 3, 5, 7, ит. д. 

Достаточно, чтобы эта прогрессия осуществлялась бы 
в самом начале движения по кривой. Потом шар может 
двигаться по какому угодно другому закону, что не имеет 
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отношения к стремлению, существующему до начала движе- 
ния. Указанное стремление совершенно сходно с тем стре- 
млением, с каким подвешенные весомые тела стремятся 
двигаться вниз. 

Отсюда мы заключаем, что центробежные силы разных 
тел, движущихся по одинаковым кругам с одинаковой скоро- 
стью, относятся друг к другу, как веса тел или как коли- 
чества материи. Как все весомые тела стремятся падать 
вниз с одинаковой скоростью и одинаковым ускоренным 
движением, и притом это стремление обладает тем большей 
силой, чем они больше, так должно быть и с теми телами, 
которые стремятся удалиться от центра, так как их стремле- 
ние, как мы показали, совершенно подобно тому, которое 
происходит от тяготения. Но в то время как стремление 
падать у одного и того же шара всегда одно и то же, вся- 
кий раз, когда он подвешен на пути, центробежное стремле- 
ние — разное, в зависимости от скорости вращения. Остается 
еще исследовать величину стремления в зависимости от ско- 
рости. Сначала мы определим, с какой скоростью надо вра- 
щать колесо, чтобы натяжение нити шаром было бы такое 


же, какое получается при подвешивании того же шара на 
НИТИ. 


Предложение |[ 


Если два одинаковых тела описывают в одинаковое 
время неодинаковые окружности, то отношение центро- 
бежной силы на большем круте к центробежной силе на 
меньшем равно отношению диаметров или самих окруж- 
ностей.3 

Даны (фиг. 7) две окружности с радиусами АВ, АС, 
по которым в одинаковое время совершают оборот два 
одинаковых Тела. Возьмем на двух окружностях две очень 
маленькие подобные дуги ВО и СЕ. Отложим на касатель- 
ных, проведенных в Ви С, отрезки ВЁи СС, равные, со- 
ответственно, ВД и СЕ. Тело, вращающееся на круге ВД, 
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имеет стремление удалиться от центра в направлении про- 
должения радиуса равномерно ускоренным движением и при 
этом движении в определенный про- 


Е 6 
межуток временй пройти путь ОЁ; 
в свою очередь тело, вращающееся 7\; \с 
по дуге СЁ, имеет также стремле- Е 
ние удалиться от центра и так, что- 
бы за то же время пройти путь СЁ. А 


Таким образом, во сколько раз от- 

резок ОЕ больше отрезка ЕС, во 

столько раз натяжение нити у боль- 

шой окружности больше, чем у ма- 

лой. Ясно, что РО: СЕ=ВЕ: СС, 

т.е. как Д4АВ:АС. Следовательно, Фиг. 7. 
центробежная сила на большей 

окружности во столько раз больше центробежной силы на 
меньшей окружности, во сколько длина окружности или 
диаметр большего круга больше диаметра или длины окруж- 
ности меньшего круга. 


Предложение П 


Если два равных тела врашаются на одинаковых кру- 
зах или колесах с разными скоростями, но оба равномер- 
ным движением, то сила удаления от иентра у более 
быстрозо тела относится к силе более медленнозо, как 
квадраты их скоростей. Это значит: если протянуть 
нити от центра вниз и подвесить зири, как раз уравно- 
вешивающие ициентробежную силу, то эти шри будут от- 
носиться друз к друц], как квадраты скоростей. 

На круге с центром А и радиусом АВ (фиг. 8) вращаются 
два одинаковых тела, сначала одно с большей скоростью, 
потом другое с меньшей скоростью. Скорости представлены 
отрезками О и М№. 

Возьмем две очень маленькие дуги, ВЁ и ВЕ, такие, что 
ВЕ: ВЕ= М:О, тогда несомненно, что более медленное 
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тело пройдет дугу ВЁ, в то время как более быстрое прой- 

дет дугу ВЕ. Отложим на касательной ВД отрезок ВС, 

равный БАЁ, и отрезок ВО, 

16.8 равный ВР. Итак, устано- 

0 влено, что каждое из двух 

‚_—__( тел имеет стремление уда- 

литься от центра ускорен- 

ным движением и притом 

Так, что более медленное 

тело стремится удалиться от 

окружности на расстояние 

ЕС и более быстрое в то 

же время— на РД. Более 

Фиг. 8. быстрое тело тянет с боль- 

шей силой, чем тело более 

медленное, в отношении ДЕ’: ЕС. Так как мы взяли очень малые 

дуги, то отношение ДА’: ЕС равно отношению ОВ?: СВ?, как 

мы раньше разъяснили. Но ДВ: ВС =ЕВ: ВЕ=О: №, следо- 

вательно, РО: ЕС = О?: №, и в таком же отношении находятся 

центробежные силы более быстрого и более медленного 
тела, что и требовалось доказать. 


Предложение Ш 


Если два одинаковых тела движутся по неодинаковым 
кругам с одинаковой скоростью, то их иентробежные силы 
находятся в обратном отношении их диаметров, так 
что на меньшем круге указанная сила больше. 

Пусть неравные круги с радиусами АВ и АС (фиг. 9) 
имеют общий центр в А. На окружностях вращаются два 
‚тела с одинаковой скоростью. В то время, в которое на 
большей окружности пробегается дуга ВД, на меньшей 
окружности пробегается дуга СА, равная по длине ВО. 
Я утверждаю, что центробежная сила тела, движущегося 
по окружности ВО, относится к центробежной силе тела, 
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движущегося по кругу СЁ, как АС к АВ. Проводим радиус 
АЛ, пересекающий малый круг в точке ЕЁ; пусть также АС 
есть третья пропорциональная к АС и АВ. Далее вообра- 
зим себе тело, равное каждому из наших тел, вращаю- 
щееся на круге СЛ с такой скоростью, 
что оно проходит дугу СЁ в то время, 
как два других тела проходят дуги 
ВР и СЕ. Следовательно, скорость 
воображаемого тела относится к ско- 
рости наших тел как СЁ к ВД, т. е. 
как АС к АВ. Но по предложению [ 
центробежная сила тела, пробегаю- 
щего дугу ВО, относится к центро- 
бежной силе воображаемого тела, как 
БА к АС; а по предложению П цен- 
тробежная сила воображаемого тела 
относится к центробежной силе тела, 
пробегающего дугу СР, как АС*: АВБ?, Фиг. 9. 
т.е. как АС к АС, так как мы по- 
казали, что их скорости относятся, как АС: АВ. 
Комбинируя обе пропорции, мы найдем, что центробеж- 
ная сила тела, проходящего дугу ВО, относится к центро- 
бежной силе тела, проходящего равную дугу СЁ, как ВА 
к АС, т. е. как АС:ДВ, что требовалось доказать. 


Предложение [\ 


Если два равных тела, врашающихся на неравных 
окружностях, имеют одинаковую иентробежную силу, 
то время обрашения на большой окружности относится 
ко времени обрашения на меньшей, как корни квадратные 
их диаметров. 

Даны два неравных круга с общим центром ДА (фиг. 10). 
Их радиусы суть АВи АС. Пусть на каждом круге вра- 
щается тело таким образом, что их центробежные силы 


17* 
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равны. Я утверждаю: время, в течение которого проходится 
окружность ВЁ, относится ко времени обращения по окруж- 
ности СА, как корень квадратный из АВ к корню квад- 
ратному из АС, т. е. как ВА: АР, где АР— средняя про- 
порциональная между АВ и АС. Представим себе третье 
одинаковое тело, которое совершает 
оборот по СА в то же время, как 
одно из двух тел совершает оборот 
по ВЕ, тогда центробежная сила во- 
ображаемого тела относится к цен- 
тробежной силе последнего тела, как 
АС:АВ (по предложению [), но цен- 
тробежные силы первых двух тел рав- 
ны, по предположению, следователь- 
но, центробежная сила воображаемого 
тела относится к центробежной силе 
Фиг. 10. тела, движущегося по окружности СЛ, 
как 4С: АВ. Но центробежные силы 
тел, движущихся по одной окружности, относятся, как 
квадраты скоростей (по предложению П). Следовательно, 
скорость воображаемого тела относится к скорости тела, 
движущегося по окружности СЁ, как АС:АР или как 
АР:АВ. Но отношение скоростей есть обратное отношение 
времен обрашения по той же окружности, следовательно, 
время обращения воображаемого тела, равное, по предполо- 
жению, времени обращения тела по окружности ВЁ, отно- 
сится ко времени обращения тела, обращающегося по кругу 
СЕ, как АВ:АР, что и требовалось доказать. 


Предложение \ 


Если тело движется по круц] с той скоростью, кото- 
рую оно приобретает при падении с четвертой части 
поперечника, то оно обладает стремлением удалиться 
от центра равным тяжести, т. е. оно тянет нить 


с той же силой, как если бы было к ней подвешено.* 
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Круг (фиг. 11) с центром А и радиусом АВ расположен 
горизонтально. По нему обращается тело равномерно со 


.: АВ 
скоростью, соответствующей падению с высоты СВ= 2 


Я утверждаю, что нить, удерживающая тело, будет натя- 
нута так, как будто бы тело свободно висело на нити. Пусть 
касательная к кругу ВО равна АВ. 
Тело движется по окружности с той 
скоростью, которую оно приобре- 
тает при падении с высоты СВ, 
т. е. со скоростью, с которой оно, 
двигаясь равномерно, в течение того 
же вращения, в какое оно падает 
с высоты СВ, прошло бы путь 2СВ. 
Следовательно, если освободить 
тело в В, то оно за время падения 
пройдет по касательной отрезок 
Вр==АВ. Возьмем на ВД чрезвы- Фиг. 11. 

чайно малый отрезок ВЁ и проведем 

через центр прямую ЁАЯ, которая пересечет окружность в АР`. 
Далее, пусть ДВ? относится к ВЁЕ?, как ВС к СС по длине. Ёсли 
мы время падения вдоль СБ ускоренным движением изобра- 
зим отрезком ДВ, то ВЕ изобразит время такого же уско- 
ренного движения по пути СС. Вместе с тем ВД есть также 
время, в течение которого тело пройдет эту самую длину ВО 
равномерным движением со скоростью, равной скорости его 
движения по окружности, ибо это время, по предположению, 
равно времени ускоренного движения по СВ. Следовательно, 
и ВЕ есть время, в течение которого тело пройдет путь ВЁ 
со своей скоростью вращения. Таким образом установлено, 
что отрезок СС при равномерно ускоренном движении, 
начиная с покоя, проходится в то же время, в какое отре- 
зок ВЕ проходится равномерным движением с той скоростью, 
какой обладает наше тело при своем вращении. Далее уста- 
новлено, что тело, будучи освобождено в В, придет, двигаясь 
равномерно, в Ё в тот момент, в который точка на окруж- 
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нариьти полынь 


ности придет в А, так как прямая ВЁ равна дуге ВР’, когда 
ВЕ принимается бесконечно малым. Поэтому мы скажем, 
что тело имеет стремление удалиться от В естественно ус- 
коренным движением и притом на длину ЕЁ за то время, 
за которое тело, двигаясь равномерно со своей вращатель- 
ной скоростью, проходит длину ВЁ, т. е. за то время, за 
которое тело ускоренным движением, начиная от покоя, 
прошло бы путь СС. (Что движение по ЕР естественно 
ускорено, доказано выше). 

Таким образом, если будет доказано, что СС и РЁ равны, 
то этим будет доказано, что стремление подвешенного тела 
падать ускоренным движением как раз- равно стремлению 
того же тела при вращении по окружности освободиться 
от нити также ускоренным движением, так как, очевидно, 
стремления к ускоренному движению равны, когда пути, 
проходимые в обоих случаях ускоренного движения, в рав- 
ное время равны. Что СС и ЕЕ равны, — доказывается. 
следующим образом. 

НЕЁ относится к ВЁ, как ВЕ к ВЕ, следовательно, НЕЁ? 
относится к ВЁ*, как НЕЁ к ЕЁ. Делим предыдущие члены 
на 4. 

АЕ” относится к ЁВ®, как четвертая часть НЕЁ, за кото- 


рую можно взять < НЕ, т.е. ВС относится к ЕЁ. Но АЕ" 


относится к ЕВ? или ОВ? относится к ЕВ? так, как ВС к СС, 
согласно построению. Таким образом, ВС относится к СС, 
как ВС к ЕЕ; следовательно, СС и ЕЁ равны, и наша тео- 
рема доказана. 


Предложение \1 


Зная высоту, с которой тело падает по вертикали из 
состояния покоя в определенное время, например в одну 
секунду, найти такой зоризонтальный круз, чтобы тело, 
врашаясь по этому круц) со скоростью, дающей один обо- 


О центробежной силе 


263 


рот в одну секунду, имело иентробежную силу, равную 


тяжести.? 


Пусть данная высота равна АВ (фиг. 12). Она проходится 
падающим телом в одну секунду. Пусть АВ относится к С, 


как Ск), и пусть это отношение равно от- 
ношению длины окружности к диаметру. 
Описываем окружность ЕЁС, имеющую 
диаметр /). Я утверждаю, что это и есть нуж- 
ная окружность. Делим радиус ЕЛ в Н попо- 
лам. Тело, равномерно вращающееся по окруж- 
ности ЕРС со скоростью, приобретенной при 
падении с высоты НР, будет иметь центро- 
‚ бежную силу, равную тяжести (по предложе- 
нию \). Если мы только покажем, что при 
указанной скорости тело будет совершать один 
оборот в одну секунду, то и будет показано, 
что круг ЕЁС удовлетворяет требованиям. 
Установлено, что тело, упавшее с высоты НРЁ, 
пройдет при равномерном движении со ско- 
ростью, достигнутой при падении, и в тече- 
ние времени, равного времени падения, путь 
вдвое больший, чем НЕ. Следовательно, если 
тело вращается по кругу ЕС с этой ско- 
ростью, то оно пройдет окружность за время, 
относящееся ко времени падения на НА, как 


А 


| 


Фиг. 12. 


длина окружности к удвоенной длине ЯР, т. е. к ЕЁ. По- 
множим последующие члены пропорции на 2; мы получаем: 
время, потребное на один оборот по кругу ЁС, относится 
к двойному времени падения с высоты НЕ, т.е. ко времени 
падения с учетверенной высоты, т. е. с Д, как длина окруж- 
ности к диаметру ее, к Д, т.е. как С:Д или как АВ:С. 
Но отношение АВ к С равно отношению времени падения 
вдоль 2, т. е. 1 секунды ко времени падения вдоль /), так 
как АВ относится к О, как АВ? к С?, следовательно, время 
оборота по окружности РС относится ко времени падения 
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вдоль Ш), как 1 секунда ко времени падения вдоль Д, т. е. 
время обращения по окружности равно 1 секунде, что и 
требовалось доказать. 

Вычисление показывает, что высота АВ, которую падаю- 
щее тело проходит в 1 секунду, равна 15 рейнским футам 
и 7/› дюймам (Маятниковые часы, стр. 202), и так как отно- 
шение 4В:С есть отношение длины окружности к диаметру, 
т. е. отношение 22 к 7 (по Архимеду) и таково же отноше- 
ние Ск Д, или к диаметру круга /`С, то диаметр равен почти 
19 унциям. Половина этого числа составляет 9 унций и 6 ли- 
ний. Следовательно, если тело совершает 1 оборот в 1 се- 
кунду на круге радиусом 9) унций, то центробежная сила 
равна тяжести. 


Лемма [ 


Если зруз С (физ. 13) удерживается на наклонной плос- 
кости АВ свободно свешивающимся зрузом ПШ, причем 


А Е 


Фиг. 13. Фиг. 14. 


шнур СЁ зоризонтален, то отношение зруза Дк трузу С 
равно отношению высоты ВЕ к основанию АГ. Это — 
известное положение механики. Следовательно, в случае, 


если ВЕ= АГ, то и С=р. 


Лемма П 


Если одинаковые зрузы удерживаются на плоскостях 
различнозо наклона при посредстве зоризонтальных шнуров, 
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(фиг. 14), то удерживающие силы пропорииональны тан-- 
1енсам лов, составляемых наклонной плоскостью с 1ори- 
зонтальной плоскостью. 


Предложение УП 


Имеем параболоид вращения с вертикальной осью. Время 
обрашения тела, врашающезося по зоризонтальному крут 
на кривой поверхности параболоида, одинаково, независимо 
от то1о, совершается ли врашение по большому или ма- 
лому круц, и равно времени двух колебаний маятника, 
длина которото равна полупараметру.? 

Пусть НОВ — парабола (фиг. 15), образующая параболоид. 
при вращении вокругоси ВК. Откладываем вдоль оси длину 


ВА = - параметра, тогда соответ- 


ствующая ордината 4) равна полу- 
параметру. Пусть теперь тело в Д 
вращается вокруг оси с такой ско- 
ростью, что центробежная сила 
равна его тяжести. Эта сила удер- 
живает тело в Д, так как угол АДЕ 
равен половине прямого угла (по 
лемме 1). Если же тело вращается 
в другой точке, например БЫ, при- 
чем К— центр вращения и КН — 
радиус вращения, то центробежная 
сила, удерживающая тело в Н, Фиг. 15. 

равна силе, действующей горизон- 

тально в направлении НК, которая удерживает тело на 
плоскости НР, касательной к параболе. Эта сила, согласно- 
лемме |, относится к силе тяжести, как НС:СР. Но- 
вследствие подобия треугольников НКС и НЕС, в кото- 
рых НГ, перпендикулярно к НЕ, НС относится к СЁ, как НК 
к АКГ или как НК к АО, так как по свойству пара- 
болы КЁ всегда равно полупараметру, т. е. центробежная 
сила, удерживающая тело в ЯН, относится к весу тела или 
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к центробежной силе в О, как НК к РА. Поэтому вре- 
мена обращения равны (по обратной теореме к предложе- 
нию |). 

Время оборота определяется следующим образом. Так 
как, по нашему предположению, тело Л) имеет центробежную 
силу, равную весу, то оно вращается со скоростью, приобре- 


таемой при вертикальном падении с высоты —5- (по пред- 


ложению \У). Двигаясь с этой скоростью равномерно, тело 
за время падения прошло бы путь АД. Значит, время об- 


рА 
ращения относится ко времени падения с высоты 5’ как 


длина окружности к радиусу РА. Но время очень малого 
колебания маятника относится ко времени падения с высоты, 
равной половине длины маятника, как длина окружности 
к диаметру (по предложению ХХУ второй части „Маятни- 
ковых часов“). Отсюда время двух очень малых колебаний 
маятника /)4 относится ко времени вертикального падения 
с половины ДА, как окружность круга к радиусу, т. е. как 
время полного оборота к тому же времени падения с вы- 


рА 
соты 5-. Следовательно, время обращения на параболоиде 


равно времени, в которое совершаются 2 колебания маят- 
ника длиною ДА, равной половине параметра образующей 
параболы, что и требовалось доказать. 


Предложение УШП 


Если два подвижных, подвешенных на неравных нитях 
тела врашаются так, что описывают зоризонтальные 
круи, причем один конец нити неподвижен, и если оси или 
высоты конусов, описываемых нитями при этом движении, 
равны, то и времена обрашения равны. 

Пусть нити АС и АД (фиг. 16) прикреплены к той же 
точке Ди к ним прикреплены тела С и О. Эти тела вра- 
щаются по горизонтальным окружностям с радиусами ВС 
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и ВО. АВ есть общая ось обоих конусов, которые нити АС 
и АД описывают при своем движении. Я утверждаю, что 
времена обращения одинаковы. Допустим сначала, что тела 
равны. Проводим СЁ перпендикулярно к АС и РЁ перпен- 
дикулярно к АД. 

Ясно, что центробежная сила держит нити натянутыми 
в наклонном положении. Тело С стремится упасть вслед- 
ствие своего веса так же, как если бы оно находилось на 
наклонной плоскости СЁ. Так как центро- 
бежная сила стремится удалить тело В от 
оси по линии ВС и уравновешивает тяготе- 
ние, то ясно, что она должна быть равна 
горизонтальной силе, удерживающей тело 
на наклонной плоскости СЕ. По той же 
причине необходимо, чтобы центробежная л т я 
сила, удерживающая тело Ш), была бы равна 
горизонтальной силе, могущей удержать Е 
тело на наклонной плоскости ДЕ. Но эта Г 
последняя сила относится к силе, удержи- Фиг. 16. 
вающей тело С, как тангенс угла РАВ 
к тангенсу угла САБ, т.е. как ОВ к СВ (по лемме П). Сле- 
довательно, центробежная сила, которой обладает тело Ш) 
на своем круге, относится к центробежной силе тела С’ как 
радиус /)В к радиусу СВ. 

Отсюда следует, что времена обращения Ди С одина- 
ковы (по обращенному предложению 1). Если тела не равны, 
то равенство времен обращения все равно сохранится. Ёсли, 
например, принять вес тела С большим, чем прежде, то 
потребуется во столько же раз ббльшая горизонтальная 
сила, чем прежде, чтобы удержать тело на наклонной плос- 
кости СЁ, и, следовательно, во столько же раз большая 
центробежная сила. Для того чтобы иметь эту центробежную 
силу, тело С должно совершать оборот по кругу в то же 
время, в которое оно совершало его раньше, имея меньший 
вес. Следовательно, теорема верна. 
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268 


Х. Гюйзенс 


Предложение [Х 


Времена обращения по зоризонтальным крлам СРО и ВЕ, 
при том же узле врашения САЙ (физ. 17) относятся, как 


Фиг. 17. 


корни квадратные из длин нитей 
АС и АВ. 

Действительно, центробежная сила 
должна быть одна и та же при обоих 
указанных вращениях для сохранения 
того же наклона нити. Если же цен- 
тробежная сила та же, то квадраты 
времен обращения должны относиться, 
как расстояния от оси вращения по 
обращенному предложению [\У. Сле- 
довательно, квадраты времени обра- 


щения относятся, как СА к ВС или как АСк АВ, что и 
требовалось доказать. 


Предложение Х 


Если два тела произвольной величины, висящие на ни- 
тях, врашаясь, описывают круи, то времена обрашения 
относятся, как квадратные корни из вы- 


сот конусов, 


А 
поверхности которых описы- 


ваются нитями. ТА Г. 


Даны нити 


АС и АР (фиг. 18), прикреп- 


ленные к ним тела Си ЛД описывают гори- 
зонтальные круги, тогда как концы нитей 
в Д неподвижны. С’описывает нитью АС бо- 
ковую поверхность конуса САВ с осью АВ, 
а 2 описывает нитью ДА боковую поверх- 
ность конуса с осью ДЁ. Я утверждаю, что 


Фиг. 18. 


время обращения тела С относится ко времени обрашения 
тела /), как корни квадратные из АВ и АЁ. Действительно, 
представим себе еще одно тело, прикрепленное к нити /’, 
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описывающее при врашении конус с боковой поверхностью 
АГ и осью АВ. По теореме УШ его время обращения то 
же, что и тела С. Времена обращения тел Ё и Д отно- 
сятся, как корни квадратные из АР и АР или как (по 
предложению 1Х) УАВ к УАЕ. Следовательно, время обра- 
щения тела С’ относится ко времени обращения тела ДО, 
как корень квадратный из отношения АВ к АЁ, что и тре- 
бовалось доказать, 


Предложение ХХ] 


Если тело, висяшее на нити, дрлой конец которой 
неподвижен, описывает неравные зоризонтальные кри, то 
времена обрашения по этим 
кругам относятся, как корни А 
квадратные из синусов узлов, 
под которыми нить накло- 


нена к горизонту. В Е 
Пусть нить (фиг. 19) при- › |, 

креплена в 2 и пусть груз, 

прикрепленный к нити, натя- К 

гивает нить сначала по ДБ, 

а потом по АС. Проводим гори- Фиг. 19. 


зонтальные прямые ВЁ и СО, 

пересекающие вертикаль АД в ЕЁи). Так как АВи АС 
равны, то ДЁ и АР представляют синусы углов А4АВЁи АСР. 
Я утверждаю, что времена обращения по кругам и радиусам 
ВЕ и СР относятся, как корни квадратные из АЁи АД. 
Это, очевидно, следует из предыдущей теоремы. 


Предложение ХИ 


Ёсли движущийся по конусу маятник совершает обра- 
шения по круц) очень малозо радиуса, то время обраше- 
ния относится ко времени вертикальнозо падения с высоты 
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двойной длины маятника, как длина окружности к диа- 
метру; поэтому оно равно продолжительности двух очень 
малых боковых колебаний тозо же маятника. 

Пусть нить АС закреплена в А (фиг. 20), на ней висит 
тело, врашающееся по кругу радиуса ДС =ДА, так что 
угол САД равен половине прямого угла. Тогда центробеж- 
ная сила в С равна силе тяжести С’ (по лемме [), поэтому 
тело пробегает окружность со скоростью, приобретаемой 
при вертикальном падении с высоты, равной половине ДС 


или ДА; но ОС:СА =1: 12, поэтому время вертикального 
падения с половины высоты ДС относится ко времени 


вертикального падения с половины высоты СА, как УДС 


к УСА или как 1 к Уу2. 

Отсюда далее следует, что время вертикального падения 
с половины высоты ДС относится ко времени падения 
с удвоенной высоты АС, которое в два раза больше времени 


падения с половины высоты ДС, как 1 2 УУ2 или как про- 


извольный радиус г к удвоенному гУУ2. Время вертикаль- 
ного падения с половины высоты ОС относитсяко времени обра- 
щения по кругу радиуса /)С, как радиус к длине окружности. 

Но время обращения по окружности радиуса ДС’ отно- 
сится ко времени обращения по очень малому кругу, как 
квадратные корни из АД и АС (по предложению Х), т. е. как 


= 
1 к УД 2; следовательно, время вертикального падения с по- 
ловины высоты ДС относится ко времени обращения по 
очень малому кругу, как радиус к длине окружности, взя- 


той УУ2 раз. Таким образом, время обрашения маятника АС 
по очень малому кругу относится ко времени вертикального 
падения с двойной высоты АС, как длина окружности, взя- 


тая УУ2 раз к радиусу, взятому 2 Уи раз, т. е. как длина 
окружности к диаметру. Так как время очень малого боко- 
вого колебания маятника относится ко времени вертикального 
падения с высоты половины АС, или, удваивая оба члена 
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отношения, время двух очень малых боковых колебаний 
маятника относится ко времени падения с высоты 2АС, так 
же, как длина окружности ко диаметру, то время обращения 
маятника ДС по очень малому кругу относится ко времени 
вертикального падения с высоты 4АС, как время двух очень 
малых боковых колебаний маятника ко времени свободного 
падения с высоты 2АС. Следовательно, время обращения 
конического маятника АС по очень малому кругу равно 
времени двух очень малых боковых колебаний того же маят- 
ника ДС, что и требовалось доказать. 


Предложение ХШ 


Гело, врашающееся на окружности и совершающее один 
оборот во время, в которое маятник длиной, равной радиусу 
этой окружности круфа, со- д 
вершает одно коническое обра- 
щение по очень малому кру 
йли два очень малых боко- @8 
вых колебания, имеет цен- р 
тробежную силу, равную ео 
весу (фи. 20). 

Пусть длина нити АС равна Фиг. 20. 
радиусу круга, по которому 
вращается тело, и пусть угол САР равен половине прямого. 
Если время оборота вокруг круга СД равно 1, то время 


обращения по очень маленькому кругу будет Уу2 (по пред- 
ложению Х][); по предположению, таково же время обра- 
щения по кругу радиуса АС. Следовательно, время обра- 
шения по кругу радиуса СД относится ко времени обращения 
по кругу радиуса АС, как 1 к УУ2 или как УСБкУАДС. 
По обращенной теореме ГУ эти два тела имеют одинаковую 
центробежную силу. Так как на СД центробежная сила 
равна весу, то то же имеет место при вращении по кругу АС, 
что и требовалось доказать. 
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Предложение ХПУ 


Время обрашения любозо маятника совершающето кони- 
ческое движение, равно времени вертикальною падения 
с высоты, равной длине нити маятника, если лол наклона 
нити к зоризонту равен примерно 2554’ или, в точности, 
если синус указаннозо узла относится к радиусу, как впи- 
санный в круз квадрат к квадрату длины окружности." 

Пусть АР=ДСы==а (фиг. 20); АЁ = БВ, а отклонение 
окружности круга к диаметру равно отношению с кг. Время 
вертикального падения вдоль пути, равного половине СО, 


1 
пусть будет —=1, тогда время падения по пути > АС равно 
. — 1 . 
УУ2. Но время падения с высоты 5 АС относится ко вре- 


мени падения с высоты АС, как 1 к У2. Следовательно, 


время падения с АС — УУ8. Время оборота вокруг круга 
радиуса СД относится ко времени падения на половину СО, 


как С к г, следовательно, время оборота по кругу СО равно 
с ео 
> Время оборота по кругу С относится ко времени обо- 


рота любой точки В, как корни квадратные из АД и АЁ, 


т.е. как Уа к УЬ. Таким образом, время обращения В равно 


у. Если теперь принять, что АЁ, синус угла АВЕ, 


относится к радиусу АВ, как хвадрат, вписанный в круг, 
к квадрату длины окружности, то 


р: а 2—9? : с* 
ИЛИ 
р — 9 — — 
6? — 02, или 2У==УУ8: 
ат Г [21 
С Ь | \/ ри 
Так как = - есть время обращения В, а УУ8 — время 
падения с АС, то время обращения по В равно времени 
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вертикального падения с высоты, равной длине маятника. 
Так как 2г относится к с, как 7 к 22, то 47? относятся к с", 
как 49 : 484; следовательно 2? : с? =49:968. Отсюда по выше- 


написанному соотношению 6:а У2=227: с? вычисляется си- 


нус 6б, т. е. синус угла АВЕ, полагая радиус а У2 рав- 
ным 100000. Это дает для В 5062, т. е. приблизительно, 
синус угла 2554’, что и требовалось доказать. 


Предложение ХУ 


Если два маятника одинаковозо веса, но неодинаковой 
длины, совершают коническое движение, причем высоты 
конусов равны, то силы, с которыми они натязшивают 
нити, относятся как длины. 

Пусть АВ и АС (фиг. 21) — два маятника разной длины, на 

концах которых равные грузы В и С вращаются вокруг 
общей оси АД. Я утверждаю, 
что сила, которая натягивает 
нить АВ, относится к силе, на- 
тягивающей нить ДС, как длина 
АВ к длине ДС. Действитель- 
но, представим себе, что груз В 
удерживается в своем положе- 
нии силой в А, которая тянет 
нить, и другой силой в С, рав- 
ной центробежной силе, дей- Фиг. 21. 
ствующей в направлении ВС. 
В механике устанавливается, что, построив вертикаль ВН и 
горизонтальную линию СН, мы можем написать соотноше- 
ние. Сила в А, тянущая нить АВ, относится к весу В, как 
[В к ВН или как АВ к АО. Так же точно сила, тянущая 
нить АС, относится к весу С, как АС к АО. Отсюда сила, 
натягивающая при вращении нить АВ, относится к силе, 
натягивающей нить АС, как АВк АС, что и требовалось 
доказать. 


А 
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Предложение ХУ! 


Если простой маятник имеет наибольшее боковое 
отклонение, т. е. падает через весь квадрант круга, то он, 
придя в низшую точку круа, тянет нить с силой в три 
раза большей, чем если бы был просто подвешен к нити 
в спокойном состоянии.? 

Если шар С (фиг. 22), соединенный с А нитью АС, упа- 
дет вдоль по квадранту СВ, то он, прийдя в В, будет тянуть 
нить с силой втрое боль- 
шей, чем если бы он был 
просто подвешен и действо- 
вал только своим весом. 

Прежде всего скорость, 
с которой начал бы дви- 
гаться шар по прямой ВО, 
если бы он освободился бы 
в В, равна скорости, при- 
обретенной в точке АР при 
свободном падении с высо- 

Фиг. 29. ты СР. В точке Ё’шар при- 

обрел бы такую скорость, 

что он прошел бы с ней расстояние, вдвое большее, чем СЛ’, 
двигаясь равномерно в течение того же времени, какое было 
необходимо для падения от С до РЁ. Следовательно, шар 
имеет в В стремление пройти путь ВО, равный 2АВ, за то 
время, какое потребовалось для падения от А до В. При 
этом, правда, не принят во внимание вес, под влиянием 
которого тело опустилось бы вниз и описало бы параболу 

Пусть ВСЕ — парабола с полупараметром АВ, В— ее 
вершина. Так как в начале равномерного движения шара В 
по прямой В (вблизи точки В) отступления шара от окруж- 
ности В совпадают с его отступлениями от параболы ВСЁ, 
то ясно, что центробежная сила, которой обладает шар В 
только благодаря вращению есть стремление удалиться от 
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центра Д или от окружности ВС ускоренным движением 
соответственно числам 1, 3, 5, 7... и поэтому это стремле- 
ние того же рода, как и стремление падать, которое мы 
называем тяжестью. Это стремление шара В по величине 
равно стремлению равного ему тела, которое ускоренным 
движением пройдет отрезок РЁ в то время, в какое шар 
равномерным движением пройдет В/), т. е. в то время, в ко- 
торое шар также ускоренным движением падает от Д до В. 
Так как ОЕ в два раза больше АВ, то центробежная сила 
вдвое больше силы тяжести, но к этому прибавляется еще 
стремление, зависящее от тяжести, благодаря которому шар 
в то время, в которое он падает из 2 в В, и теперь стре- 
мится пройти вниз такое же расстояние естественно ускорен- 
ным движением. Таким образом, благодаря обеим причинам 
шар стремится пройти ускоренным движением соответственно, 
числам 1, 3, 5, 7] расстояние ДЕ-н АВ, т. е. втрое больше, 
чем АБ. Поэтому и сила, с которой шар тянет нить в В 
после падения из С, втрое больше той силы, которая наблю- 
дается при простом подвешивании того же шара. Это. 
в точности согласно с опытом. Если я хочу узнать, с какой 
силой натягивается нить АБ, если шар падает по дуге НВ, 
то делается следующее построение. Берется РМ, равное 
половине АБ, и строится прямоугольник ВЕММ. Прово- 
дят НЁ параллельно АВ. 

Я утверждаю, что искомая сила натяжения относится 
к простому весу, как НЁ: ГК. 

Если ВН — шестая часть окружности, то сила натяжения 
равна двойному весу, и потому надо взять нить вдвое крепче, 
чем та, которая удерживает шар в состоянии покоя, и т. д. 


Предложение ХУП 


Шар, подвешенный к центру вертикальноо круга на 
нити, не может врашаться по этому круцу, если нить 
не в состоянии выдержать силы натяжения, превышаю- 
щей его вес в шесть раз. 


18* 
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Пусть ВСЛРЕ (фиг. 23) — круг, установленный вертикально. 
Шар свешивается из центра А. Я утверждаю, что- для враще- 
ния шара В по окружности ВСДЕЁ необходима нить, выдержи- 
вающая подвешивание груза в шесть раз большего, чем В. 
Действительно, для того чтобы нить осталась натянутой, 
когда шар проходит через /) и падает по дуге ДЁ, необхо- 
димо, чтобы скорость шара в точке /) была такова, чтобы, 
будучи отпущен, он описал параболу, полупараметр кото- 
рой равен АД. Таким образом, 
шар в точке ДР должен иметь 


и 


Фиг. 23. Фиг. 24. 


ту скорость, которую он имел бы в этой точке, падая 
1 
с высоты Я => АР. Для того чтобы шар, подымаясь от 


В по пути ВСШ, сохранил в Р необходимую скорость, 
необходимо, чтобы его скорость в В была такова, чтобы ее 
хватило для поднятия шара по вертикали до точки Н. Дей- 
ствительно, если шар обладает такой скоростью в В, то 
какими бы путями он ни поднялся в Д), всегда у него оста- 
нется достаточно скорости, чтобы по вертикали или иным 
путем подняться до Н, т. е. у шара останется столько ско- 
рости, сколько приобретается при падении по НД и сколько, 
как мы указали, ему нужно в точке Я. 

Скорость, необходимая, чтобы подняться по вертикали 
из В в Я, или приобретаемая при падении вдоль от Н до В, 
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относится к скорости, приобремаемой при падении из Ав В, 


как корни квадратные из этих расстояний, т. е. как У10к2. 

В предыдущей теореме показано, что одна центробежная 
сила вдвое больше веса, если щар вращается по вертильному 
кругу со скоростью, приобретземой падением от ДА до В 
или по дуге ЕВ. Скорость, с которой врацается шар по 
кругу по условиям рассматриваемой теоремы, относится 


к только что упомянутой, как У10 к2, и, следовательно, 
центробежные силы относятся друг к другу, как 10:4 или 
5:2 (по предложению П). Следовательно, здесь центробеж- 
ная сила относится к взсу, как 5:1. К этой центробэжной 
силе надо, при прохождении шара через В, прибавать силу 
тяжести, с которой шар стремится вниз и которая, как мы 
указали, относится к центробежной силе, 1 к 5. Таким обра- 
зом, общая сила или натяжение нити при прохождении через 
точку В равно ушестеренной тяжести шара. 

Отсюда я нахожу: если шар, прикрепленный к нити АВ 
(фиг. 24), отпустить из точки С' — натой же высоте, что А, и если 


разделить вертикальную линию АВ так, чтобы рв=- АВ, 


и в точке /) вбить гвоздь, который задержит нить при паде- 
нии шара из С, то шар может совершить полный оборот 
вокруг /), описав окружность, но если вбить гвоздь выше, 
чем /), то это невозможно. Ибо для возможчости полного 
оборота скорость в В должна относиться к скорости, при- 


обретаемой при падении с высоты ДВ, как И10:2 (см. выше), 
следовательно, высоты падения, при которых достигаются 
указанные две скорости, должны находиться в отношении 
квадратов этих величин, т. е. в отношении 10:4 или 5:2. 


Следовательно, ДВ: ОВ =5:2.3 


ПРИЛОЖЕНИЯ 


в. 2 


ХРИСТИАН ГЮЙГЕНС 


Краткий биографический очерк 


Христиан Гюйгенс (Хейгенс — по голландскому произно- 
шению) — выдающийся математик, физик и астроном ХУП в., 
многие из научных открытий которого не потеряли своего 
значения до настоящего времени, — родился в Голландии, 
в Гааге, 14 апреля 1629 г. Отец его, Константин Гюйгенс, 
был известным голландским поэтом и влиятельным государ- 
ственным деятелем — секретарем при трех штатгалтерах, впо- 
следствии председателем Государственного совета. Он был. 
очень образованным человеком и переписывался со многими 
видными учеными того времени, в том числе с Декартом. 
Первое обучение Христиан Гюйгенс получил от своего отца, 
который учил его математике, географии, музыке и класси- 
ческим языкам. Уже в ранние годы он проявил исключи- 
тельные способности. В тринадцать лет Гюйгенс уже знал 
многое из механики и пристрастился к построению механиз- 
мов. Пятнадцати лет Гюйгенс приступил к серьезному изуче- 
нию Математики под руководством бельгийского ученого 
Стампиуса. Шестнадцати лет он поступил в Лейденский уни- 
верситет, где обучался, по желанию отца, юридическим нау- 
кам, но не прекращал и занятий по математике, которыми 
руководил профессор Схоутен, ставший впоследствии другом 
Гюйгенса. Уже в студенческие годы Гюйгенс приобрел извест- 
ность среди математиков, много старше его по возрасту. 
Из Лейдена он перешел в юридическую школу в Брэде, где 
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три года изучал право. Затем Гюйгенс совершил поездку 
в Голштинию, Данию, Швецию. Вернувшись в Голландию, 
он напечатал свой первый трактат о квадратуре гиперболы, 
эллипса и круга. Уже этот трактат поставил его в ряды 
лучших математиков того времени. Одновременно он зани- 
мался диоптрикой. 

В 1655 г. Гюйгенс защитил во Франции, в Анжере, 
диссертацию на степень доктора прав. Наряду с этим он 
много врэмени уделял занятиям практической оптикой: шли- 
фовал и полировал вместе с братом Константином стекла и 
изготовлял телескопы, превзошедшие по качеству все тогда 
существовавшие. При помощи своего телескопа Гюйгенс 
открыл спутника Сатурна. К шлифованию стекол Гюйгенс 
возвратился в период между 1681 и 1687 гг. Наибольшие 
из изготовленных им телескопов имели длину 210 и 170 футов 
(около 60 и 48 м). Это были „воздушные“ телескопы без 
медных труб. 

В 1656—1657 гг. Гюйгенс, по выражению его биографа Гра- 
везанда, первый из смертных точно измерил время. Тогда же 
им были построены первые маятниковые часы, на которые 
он взял в Голландии патент. Он сразу приспособил часы 
к морскому делу, а именно — к определению долготы на море. 
В этом сказалась отличительная черта Гюйгенса — стремление 
использовать свои научные открытия в практических целях. 
Гравезанд пишет, что Гюйгенс всю свою жизнь посвятил 
изучению ‹ математических наук и не столько был предан 
отвлеченным, абстрактным рассуждениям, сколько выявлению 
важных. применений этих наук к жизни. 

В 1659 г. Гюйгенс напечатал книгу о Сатурне, в которой 
объяснил вид планеты. Он первый, благодаря превосходным 
качествам своей трубы, ясно увидел кольцо, окружающее 
Сатурн. 

В 1660 г. он сделал важное открытие в области механики, 
а именно — первый дал правильную формулировку закона 
упругого удара тела. 


Х. Гюйзенс. Краткий биозрафический очерк 283 


В 1663 г. Гюйгенс был избран членом Лондонского коро- 
левского общества. Вскоре после этого произошло важное 
событие в жизни Гюйгенса. Министр Людовика ХУ Кольбер 
пригласил Гюйгенса в Париж, в только что основанную Коро- 
левскую академию наук. В Париже Гюйгенс пробыл 15 лет, 
с 1666 до 1631 г., и выполнил за это время много прекрасных 
работ в области математических наук. К парижскому периоду 
относится выпуск в свет его исследования под названием 
„Маятниковые часы“ (в 1673 г.) — одной из замечательнейщих 
книг по механике, предшествовавшей появлению „Математи- 
ческих начал“ Ньютона. О содержании этой работы будет 
сказано ниже. К парижскому периоду относится также написа- 
ние Гюйгенсом знаменитого трактата о свете и рассуждения 
‘о причине тяготения, хотя обе эти работы появились в печати 
только в 1690 г. 

В 1631 г. Гюйгенс покинул Париж, отказавшись от звания ака- 
демика. Основной причиной отъезда были начавшиеся во Фран- 
ции религиозные гонения, „знаменитые“ драгонады Людо- 
вика ХУ. В то время из Франции уехали многие выдающиеся 
деятели. Кроме Гюйгенса Парижскую академию оставили такие 
знаменитые академики, как физик Папен и астроном Ремер. 

Остальную часть своей жизни, с 1681 по 1695 г., Гюйгенс 
провел на родине, в Гааге, в занятиях научными исследова- 
ниями. Часть его трудов, в том числе исследования об упругом 
ударе и о центробежной силе, были напечатаны только после 
его смерти. 

Несколько раз из Гааги и из Парижа Гюйгенс ездил 
на короткое время в Англию, где делал доклады о своих 
научных изысканиях. 

Этими немногими фактами исчерпывается вся внешняя сто- 
рона биографии Гюйгенса. Вся жизнь Гюйгенса неразрывно 
связана с его научной деятельностью. 

Ввиду того, что работам Гюйгенса по механике посвящена 
особая статья, мы ограничимся кратким перечнем его основ- 
ных работ в других областях. 
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Главнейшие из работ Гюйгенса по математике следующие: 

1. Теоремы „О квадратуре гиперболы, эллипса и ‚круга“ 
(Треогетафа Че диаЧгага ЫМрогЬо!1$, еШрз! её стгсий), выпу- 
щенные в 1651 г. Уже эта работа поставила Гюйгенса в первые 
ряды математиков его времени. 

2. Следующее большое исследование 1655 г. „О величине 
круга“ (ПШе стси! шаспИиЧте \пуеща) представляет первый 
после Архимеда успех в исчислении отношения длины окруж- 
ности к диаметру. Гюйгенс дает число т с 14 значащими 
цифрами и замечает, что если бы он вместо своих неравенств 
при вычислении пользовался неравенствами Архимеда, то 
ему пришлось бы вычислить правильный многоугольник 
с 20000 сторонами. 

Гюйгенс с молодости интересовался тремя большими про- 
блемами древности: удвоением куба, трисекцией угла и ква-- 
дратурой круга. Он не был убежден в невозможности квадра-- 
туры круга и всегда думал, что она в конце концов удастся 
(полемика с Грегори, 1669; письмо к Лейбницу, 1774). Заме-- 
тим, что в 1906 г. вышла книга Рудио „О квадратуре круга“, 
в которой Гюйгенс цитируется как один из четырех авторов,. 
которые продвинули проблему о квадратуре круга за время 
от Архимеда до наших дней.* 

3. В 1656 г. вышел мемуар Гюйгенса „О расчетах при игре. 
в кости“ (Пе гаНоп1сИ!$ ш [а4о аеае), положивший начало. 
научному построению теории вероятностей. 

4. Четвертой и пятой большими работами следует считать. 
„Учение об эволютах и эвольвентах“, созданное Гюйгенсом 
и составляющее часть его труда „Маятниковые часы“ (Ного]о- 
отит озсШаониат. Париж, 1673), равно как и вопрос о тау-- 
тохронизме, изложенный там же. 

Мы ве останавливаемся на большом ряде более мелких 


* Имеется русский перевод этой книги. Последнее, третье, издание 
перевода вышло в 1936 г. „Архимед, Гюйгенс, Ламберт, Лежандр. Четыре 
сочинения об измерении круга“. С приложением истории вопроса. Соста- 
вил Ф. Рудио. Пер. под ред. и с примеч. акад. С. Н. Бернштейна. 
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работ (анализ практически важных кривых: циклоиды, лога- 
рифмики, цепной линии; выпрямление кривых линий, опреде- 
ление площадей кривых поверхностей и объемов разных 
тел, ит. п.). 

В области физики необходимо особо отметить работы 
Гюйгенса по оптике. С молодых лет Гюйгенс не оставлял 
занятий оптикой, как прикладной, так и теоретической. Он 
составил руководство „Как формовать и полировать линзы“ 
и сам был большой мастер в этом деле. Помощником его, 
‚как указано выше, был его старший брат Константин. 

Гюйгенсу принадлежит фундаментальный труд „Диоп- 
трика“ (П!ор#са), напечатанный после его смерти. 

Он много работал над созданием телескопов с большим 
фокусным расстоянием, доходивших до 210 футов (60 м). 

Ему принадлежит „окуляр Гюйгенса“, которым физики и 
астрономы пользуются в настоящее время. 

Особо следует отметить вышедший в 1690 г. на француз- 
ском языке „Трактат о свете“ (Тгайё 4е Па апиёге), одно 
из замечательнейших произведений ХУП в. Здесь ярко про- 
явилась и его блестящая интуиция в области физики, и 
необыкновенное геометрическое воображение. В противо- 
положность Ньютону, Гюйгенс выступает в этом трактате 
сторонником волновой теории света. Многие выводы, изложен- 
ные в этой книге, и теперь даются в курсах оптики и физики. 

Следует, впрочем, отметить, что Гюйгенс сделал свои 
общие выводы об основных законах распространения света, 
не опираясь на понятие о световой волне, периодически 
повторяющейся в пространстве. Это понятие он даже не счи- 
тает необходимым вводить в свои рассуждения. Так же точно 
он устраняет вопрос о цветах, представивший для него непре- 
одолимые затруднения. 

Особенно блестящие страницы этого трактата посвящены 
распространению света в исландском шпате и двойному луче- 
преломлению в нем. Необходимо отметить, что во времена 
Гюйгенса не существовало никакой теории распространения 
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света, на которую он мог бы опереться в своих рассуждениях. 
Упругостно-эфирная теория была введена внауку значительно. 
позднее. Гюйгенс, опираясь только на простые опыты, на гео- 
метрический разбор хода лучей и на свой принцип, до сих 
пор известный как „принцип Гюйгенса“, совершенно пра- 
вильно разобрался в форме волновых поверхностей, распро- 
страняющихся в одноосном кристалле, и объяснил все частные 
случаи преломления в исландском шпате. Громадный успех 
и распространение оптических идей Ньютона в течение про- 
должительного времени оттеснили эту работу Гюйгенса, 
получившую должное признание только в начале ХХ в. 

Из работ Гюйгенса по астрономии отметим следующие. 

Гюйгенс, как указано выше, благодаря превосходству своих 
оптических труб, первый ясно увидел кольцо Сатурна и 
объяснил те странные формы Сатурна, которые были наблю-- 
дены астрономами до него. Ёму принадлежит также открытие 
одного из спутников Сатурна. 

Последняя работа Гюйгенса, законченная им незадолго 
до смерти (1695 г.) и появившаяся в печати в 1698 г., была 
посвящена астрономии. Она носит название „Космотео- 
рос“. Книга эта занимает совсем особое место среди всех 
работ Гюйгенса: она посвящена его брату Константину и 
написана в интимном стиле. Книга содержит представления 
Гюйгенса о. мироздании. Значительная часть книги посвящена. 
вопросу о множественности обитаемых миров. Основная часть 
книги представляет едва ли не первую и блестяще написанную 
популярную астрономию. В книге изложена коперникова 
система мира и все, что в то время было известно о Солнце, 
планетах, их спутниках и звездах. Любопытно, что в этой 
книге приведены результаты первого звездного фотометри- 
рования, произведенного Гюйгенсом. Гюйгенс сравнил Солнце 
с Сириусом и для фотометрирования построил особый при- 
бор. Число, даваемое Гюйгенсом, конечно, не заслуживает 
большого доверия, но все-таки эта работа положила начало- 
новому направлению в астрономии. Любопытна и судьба, 
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этой небольшой книги. Она так понравилась современникам, 
что ее латинский оригинал в короткое время выдержал два 
издания, и одновременно книга была переведена на француз- 
ский язык под названием „О множественности обитаемых 
миров“ (Пе [а рига! 4ез шоп4ез Ва 6$).* 

Из работ Гюйгенса в области точного приборостроения 
следует отметить изобретение маятниковых часов и изобре- 
тение пружинного регулятора (балансира) карманных часов. 
Последняя работа вовлекла его в большую полемику сР. Гу- 
ком, который приписывал изобретение балансира себе. 

Как философ Гюйгенс принадлежал к последователям 
Декарта, хотя и жестоко критиковавшим некоторые работы 
последнего. Эта критика, однако, не помешала ему остаться 
картезианцем в своих основных установках. Гюйгенс — яркий 
представитель прогрессивного для эпохи ХУП в. механисти- 
ческого мировоззрения. (С особой резкостью эти его взгляды 
высказаны в „Грактате о свете, и в „Рассуждении о при- 
чине тяготения“. В „Грактате о свете“ он говорит: „В истин- 
ной философии причину всех естественных явлений постигают 
при помощи соображений механического характера. [По моему 
мнению, так и следует поступать, в противном случае при- 
ходится отказаться от всякой надежды когда-либо и что- 
нибудь понять в физике“. В рассуждении о причине тяготения 
Гюйгенс возражает против формы, которую Ньютон придал 
закону всемирного тяготения, — „потому что ее нельзя объяс- 
нить механически“ (см. статью „Работы Гюйгенса в области 
механики“ в настоящем издании). 

Труды Гюйгенса издавались несколько раз. В 1703 г. издан 
ряд ненапечатанных при его жизни мемуаров под редакцией 
профессоров Б. де Фолдера и Б. Фуллениуса (СрзНап! 
НисепИ оризсийа роз ита). В 1724 г. Гравезанд издал труды 
Гюйгенса под названием „Сфи$Нат НисепИ орега уама“. 


* Книга Гюйгенса была переведена на русский язык Антиохом 


Кантемиром. 
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Это издание было дополнено Гравезандом в 1728 г. (СЬизНап 
НиоепИ орега гейаиа). В „Орега уама“ Гравезанд поместил 
биографию Гюйгенса (Нисепй уйа). 

Самое полное издание трудов Гюйгенса выпускается Гол- 
ландским обществом наук (Зос16 6 ВоПапЯа15е 4ез зс1епсез) под 
названием: „Оеугез сотр! &ез 4е СЬизНаап Ниусеп$“. Повиди- 
мому, это многотомное издание еще не вполне закончено, хотя 
оно начало выходить в конце ХХ в. По типу оно подходит 
к известному изданию „Е.Ч!опе па71опае“ трудов Галилея. 
В нем воспроизведены все мемуары и рисунки Гюйгенса, и 
если язык подлинника — латинский, то дается очень точный 
и близкий к подлинному перевод на французский язык. Даны 
сохранившиеся варианты, черновики рукописей, черновые 
рисунки, гравюры времен Гюйгенса, и т. д. Первые 10 томов 
заключают обширную и очень интересную переписку Гюй- 
генса. Последний том должен заключать научную биографию 
Гюйгенса. 

На русский язык переведены „Трактат о свете“ * и „Космо- 
теорос“. На немецком языке имеется „Космотеорос“ и „Рас- 
суждение о причине тяготения“. Далее в издании „Оз\ма[4?$ 
Каз$ЩЖег“ вышли в немецком переводе три мемуара по меха- 
нике и трактат о свете. Исторический комментарий в них 
совершенно устарел и частью не верен. Математические вы- 
кладки представляют интерес и использованы в настоящем 
издании. 

Литература о Гюйгенсе довольно велика и разнообразна, 
вплоть до особого периодического издания „СЬ$Наап Нму- 
сепз“, выходившего в Голландии, 


К. К. Баумарт. 


* Христиан Гюйгенс. Трактат о свете. М.—Л., 1935. 


РАБОТЫ ХРИСТИАНА ГЮЙГЕНСА ПО МЕХАНИКЕ 


ХУП в. был особенно богат выдающимися учеными, кото- 
рые произвели замечательные исследования в различных 
областях знания. 

По словам Ф. Энгельса, это была эпоха зарождения 
новой науки „... которая нуждалась в титанах и которая 
породила титанов по силе мысли, страсти и характеру, по 
многосторонности и учености“.* Ограничиваясь областью 
физики и притом только исследованиями по механике, мы 
можем назвать трех ученых ХУП в., слава которых не 
померкла в веках. Это Галилео Галилей, Христиан Гюйгенс 
и Исаак Ньютон. 

К самому концу ХУ] в. и первой половине ХУ\УП в. отно- 
сятся исследования Галилея, борца за новое мировоззрение 
и мученика этой борьбы, великого ученого, основоположника 
современного экспериментального метода в физике, положив- 
шего начало новой динамике. Ёму принадлежит установле- 
ние ряда основных понятий кинематики и динамики: скорости, 
ускорения и силы. Ёму принадлежит также изучение простей- 
ших движений в механике, главным образом падения тел, как 
свободного, так и вдоль наклонной плоскости. Галилеем 
также начато изучение движения маятника. Он решил ряд 
вопросов статики и гидростатики и формулировал закон 
инерции и классический, так называемый „галилеевский“ 
принцип относительности, а также принцип суперпозиции. 


* Ф. Энгельс. Диалектика природы. 1950, стр. 4. 
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„Гак же, как история статики начинается с Архимеда, 
историю динамики открывает имя Галилея“. * 

В конце ХУПв., в 1687 г., вышли в свет „Математические 
начала естественной философии“ Исаака Ньютона,** гениаль- 
ная, Стройная система динамики. Эта книга представляет 
одно из величайших творений человеческой мысли. Механика 
Ньютона охватила все результаты, добытые его предшест- 
венниками, в том числе и Галилея и Гюйгенса. Однако это 
обстоятельство не умаляет заслуг этих ученых, на работы 
которых Ньютон несомненно опирался. Гюйгенс — несомненно 
один из величайших физиков, математиков и астрономов. 
Хронологически он стоит между Галилеем и Ньютоном. Его 
исследования относятся к середине и второй половине ХУП в. 
Главнейшие его работы по механике были фактически выпол- 
нены до появления в свет ньютоновских „Начал“,* хотя 
некоторые и были полностью напечатаны только после его 
смерти (мемуары „О движении тел под влиянием удара“ и 
„О центробежной силе“). 

Гюйгенс был человеком конкретного образа мышления. 
Его первый биограф, Гравезанд, подчеркивает, что он, всю 
жизнь занимаясь математическими науками, не столько был 
занят отвлеченными рассуждениями, сколько выявлением 
всего, что служит непосредственно на пользу людям. Благодаря 
этому он сделал много теоретически важных открытий. Несо- 
мненно он был крупнейшим физиком своего времени, уступая 
по силе таланта только всеобъемлющему гению Ньютона. Но и 
рядом с Ньютоном он сумел сохранить свою индивидуаль- 
ность и всегда шел своими оригинальными путями. Так было, 
например, в вопросах о природе света и о причине тяготения. 


* Акад. С. И. Вавилов. Галилей. Большая советская энциклопе- 
дия, 1-е изд., т. 14, столб. 350. 
** РЬПозорб1ае пафагаН$ ри1пс1р1а та етаНса ащфоте ]. 5. Ме\\оп. 


Гопапи, Аппо МОСЁЕХХХУИП. 
*** За исключением „Рассуждения о причине тяготения“ (1790), 


являющегося несомненно реакцией на ньютоновское толкование тяготения. 
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Ньютон со своей стороны относился к Гюйгенсу с боль- 
шим уважением, причисляя его к „величайшим геометрам 
нашего времени“. Ньютон вообще в своих трудах цитиро- 
вал лишь немногих ученых; Гюйгенс относился к этим не- 
МНОГИМ. 

В Х\УП в. всех математиков звали геометрами, но к Гюй- 
генсу этот термин может быть отнесен и в более узком 
смысле. Он в совершенстве и с большой силой владел именно 
геометрическим методом рассуждения. Так построены, в част- 
‚ности, и все его мемуары по механике. Указываются исход- 
ные „гипотезы“, дальше идут доказываемые положения, назы- 
ваемые иногда теоремами ({еогета*а), иногда предложениями 
(ргороз!юопез). За ними идут следствия или задачи. Следует за- 
метить, что и ньютоновы „Начала“ построены по той же схеме, 
только слово „гипотезы“ заменено словом „аксиомы“. Корен- 
ное различие здесь в отношении к гипотезам. У Ньютона 
„аксиомы“ суть результат обобщения многовекового опыта. 
При их помощи выводятся теоремы или предложения, мате- 
матическим путем или путем опытов, а к гипотезам Ньютон 
относится скептически. У Гюйгенса гипотезы играют иную 
роль. Они нужны ему, чтобы „объяснить явление“. „А объяс- 
нить“ у Гюйгенса — значит дать механическое толкование. 
Здесь необходимо немного остановиться на картезианстве 
Гюйгенса и на его механистическом мировоззрении. В моло- 
дости Гюйгенс находился под сильным влиянием Декарта, 
друга его отца. Как известно, Декарт в естествознании не 
применял своей метафизической философии. В основе фи- 
зики и космогонии Декарта лежат: 1) материя, лишенная вся- 
ких „врожденных“ свойств, обладающая только протяжен- 
ностью и формой, и 2) движение этой материи. Силы появ- 
ляются только как результат движения материи. В этом 
смысле Декарт является родоначальником того механисти- 
ческого материализма, который преобладал среди естествоис- 
пытателей до конца ХХ в. и который в свое время был несо- 
мненно прогрессивным явлением, способствовавшим развитию, 
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наук. Энгельс называет Декарта и Спинозу блестящими пред- 
ставителями диалектики в новой философии ХУП в. Гюйгейс 
усвоил основные позиции картезианской философии природы 
и оставался им верен в течение всей своей деятельности. 
Однако несмотря на это Гюйгенс, видя грубые ошибки Декарта, 
неоднократно отмечал их. 

Представляет интерес замечание, которое Гюйгенс написал 
в конце своей жизни на двухтомной „Жизни Декарта“, напи- 
санной Байе.* Гюйгенс пишет: „Господин Декарт нашел спо- 
соб заставлять своих читателей принимать за истину его 
соображения и вымыслы [3е5 сощесёигез её НсНопз]. С чита- 
телями его «Основ философии» происходит нечто подобное 
тому, что происходит с читателями романов, которые нравятся 
и производят впечатление истинных происшествий. Новизна 
его образов мелких частиц и вихрей производит ‘очень 
приятное впечатление. Когда я в первый раз читал книгу 
«Основы философии», мне казалось что все идет превос- 
ходнейшим образом, и я думал, что те затруднения, которые 
я иногда испытывал, объясняются тем, что я не вполне 
понял мысль автора. Мне было только 15 или 16 лет. Однако 
впоследствии я от времени до времени обнаруживал вещи, 
явно ошибочные, и другие вещи, очень мало вероятные; и 
моя точка зрения изменилась“. 

Любопытно, что этот перелом в настроении Гюйгенса 
начал выясняться уже в 1652 г., когда Гюйгенсу было только 
23 года. В письме к Эйтсховену в январе 1652 г. Гюйгенс. 
пишет, что сомневается в декартовых законах движения, 
кроме первого. Здесь речь идет о законах соударения тел. 
Гюйгенс выражается даже резче: „сомневается, чтобы не 
сказать, что считает их неверными.“ Ту же мысль он повто- 
ряет в декабре 1652 г. в письме к Схоутену, своему универ- 
ситетскому учителю и другу. Интересно, что Схоутен, для 


*Та зе Че Мопяеигт Оез Сайе$, раг Адепт ВаШе{. 1691. Цит. по: 
%еугез сотр!{ез 4е СризНаап Ниусепз, +. Х, р. 403. 


Работы Х. Гюйзенса по механике 293 


которого Декарт был высшим авторитетом, не может допу- 
стить ошибку у Декарта и советует Гюйгенсу заняться каким- 
нибудь другим вопросом. 

Механистическое мировоззрение Гюйгенса особенно резко 
выразилось в его „Грактате о свете“ ив „Рассуждении о 
причине тяготения“. В „Трактате о свете“ имеется известное 
высказывание Гюйгенса: „В истинной философии причину 
всех естественных явлений постигают при помощи соображе- 
‘ний механистического характера. [[о моему мнению, так и 
следует поступать, в противном случае приходится отка- 
заться от всякой надежды когда-либо и что-нибудь понимать 
в физике“.* 

Для картезианца „постичь при помощи соображения ме- 
ханического характера“ — означает объяснить все явления 
природы при помощи механического движения материи. 
В „Рассуждении о причине тяготения“ имеются не менее 
определенные высказывания Гюйгенса в этом направлении. 
Так, полемизируя с Ньютоном, Гюйгенс не может понять, 
как это каждая частица одного тела притягивает каждую 
частицу другого тела, причем другие частицы не производят 
никакого экранирующего действия. Гюйгенс убежден, что 
подобное поведение нельзя объяснить законами механики и 
без участия промежуточной среды. [10 той же причине Гюй- 
генс не согласен с тем, что внутри весомого шара сила 
тяготения убывает. Он не считает возможным объяснить 
тяготение, не привлекая промежуточную эфирную среду. 
Все эти соображения привели Гюйгенса к созданию невер- 
ной эфирно-вихревой теории тяготения. Тем не менее и этот 
мемуар содержит очень много интересных соображений и 
замечаний. Акад. С.И. Вавилов в своей статье о Гюйгенсе ** 
очень правильно называет „Трактат о свете“ и „Рассу- 


* Х. Гюйгенс. Трактат о свете. ОНТИ, М.—Л., 1935, етр. 12. 
** С.И. Вавилов. Гюйгенс. Большая советская энциклопедия, 1-е 


изд., 1930, т. 20, столб. 85. 
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ждение о причине тяготения’ первым эскизом физики 
эфира. 

Переходим от общей характеристики деятельности Гюй- 
генса к вопросу о том, что сделано им в механике. Резуль- 
таты его исследований в этой области весьма велики. Он 
значительно расширил пределы наших знаний за рамки, 
достигнутые Галилеем. Основные задачи динамики были 
решены им. Гюйгенс закончил рассмотрение законов падения 
тел, как свободного, так и вдоль наклонных линий (прямых 
и кривых) и дополнил их исследованием о таутохроне (вто- 
рая часть „Маятниковых часов“). Он нашел законы движения 
математического и физического маятников, разобрал вопрос 
о соударении упругих тел и вопрос о центробежной силе. 
Он положил начало механике твердого тела; при решении 
вопроса о законах движения физического маятника он впер- 
вые, хотя и не совсем отчетливо, пользуется понятием 
о моменте инерции. В мемуарах о движении тел под влия- 
нием удара и о центробежной силе Гюйгенс дал замечатель- 
ные примеры пользования принципом относительности дви- 
жения. В мемуаре о движении тел под влиянием удара он, 
для частного случая, формулирует теорему живых сил. 
В „Маятниковых часах“ Гюйгенс находит центр качания 
физического маятника на основании следующего принципа: 
У системы материальных точек (связанных или свободных), 
движущихся под влиянием тяжести, центр тяжести не может 
подняться выше своего первоначального положения. 

Это несомненно принцип энергетического порядка. Во 
времена Гюйгенса он вызвал острую полемику, о которой 
будет сказано ниже. Гюйгенс называет его „великим принци- 
пом механики“ и утверждает, что на основании его можно 
доказать многие теоремы динамики и статики. Любопытно, 
что в пользу этого принципа Гюйгенс приводит такое сооб- 
ражение: нарушение этого принципа приводит к возможности 
построения вечного двигателя, а это невозможно. Формули- 
ровка: „регреит шоБШе невозможно“ — есть одна из совре- 
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менных формулировок закона сохранения энергии; таким 
образом, Гюйгенс имеет право числиться среди предше- 
ственников установления этого закона. 

Как известно, закон сохранения энергии, строго форму- 
лированный только в середине ХХ в., был в той или иной 
мере предвосхищен выдающимися учеными ХУП и ХУ вв., 
далеко опередившими свое время. Таковыми были в ХУП в. — 
Декарт, Гюйгенс, Лейбниц, в ХУП в.— Бернулли, Лагранж 
и, в особенности, гениальный основоположник русской 
науки М. В. Ломоносов, широко образованный, одинаково 
сильный и в науках естественных, и в глубоких философских 
обобщениях. 

Ломоносов выразил свой закон сохранения движения 
в наиболее общей форме. В письме к Эйлеру от 5 июля 1748 г. 
ив „Рассуждении о твердости и жидкости тел“ (1760) Ломо- 
носов пишет: „Все перемены, в натуре случающиеся такого 
суть состояния, что сколько чего у одного тела отнимается, 
столько присовокупится другому. Так, ежели где убудет 
материи, то умножится в другом месте; сколько часов поло- 
жит кто бдению, столько же ему отнимет. Сей всеобщий 
закон простирается и в самые правила движения: ибо тело 
движущее своею силой другое, столько же оное у себя 
теряет, сколько сообщает другому, которое от него движе- 
ние получает“. Как известно, Ломоносов видел причину 
теплоты в движении частиц тела, а не в теплороде. Это 
позволило ему в „Рассуждении о причинах тепла и стужи“ 
„энергетически“ рассмотреть вопрос об обмене теплоты между 
телами, далеко опередив, таким образом, своих современ- 
ников (1746). 

Гюйгенс был первый, кто приложил вышеизложенный 
принцип движения центра тяжести системы материальных 
точек к динамике. К статике он же приложил его еще в пре- 
восходной юношеской работе „О плавающих телах“,* а также 


* Ое из аче Наи1Чо } зирегпа&ап* ПЪг1 ПТ. 1950. Оеуге$ сотр!е{ез 4е 
Сру1$Наап Ноусепз, +. ХТ, рр. 81—211. 
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при решении задачи о цепной линии. Здесь этот принцип 
приобретает известный вид о наинизшем положении центра 
тяжести как условии равновесия. Но в статике Гюйгенс имел 
предшественников. Сам Гюйгенс впоследствии указывал Гали- 
лея и Декарта и, с большими оговорками, Фабри и Борелли 
(„сделали много ошибок“, „из часто неверных предпосылок 
сделали кое-какие верные выводы“, и т. д.). 

Как видно из предыдущего, Гюйгенс в своих механиче- 
ских работах дошел до далеко идущих обобщений. Наряду 
с этим не надо забывать конкретность мыслей Гюйгенса, 
всегдашнюю тесную связь науки с актуальными проблемами 
практики, даже ремесла в его работах. Гюйгенс был подлин- 
ный мастер, оптик-механик, как мы бы теперь сказали.” 
Смолоду он много мастерил. В течение всей жизни он шли- 
фовал и полировал стекла и достиг в этом большого совер- 
шенства.*”* Он изобрел такой важный, инструмент, как маят- 
никовые часы. Это его бессмертная заслуга перед наукой и 
культурой. Он же изобрел балансир, регулятор карманных 
часов. Всю жизнь он поддерживал деловые отношения с раз- 
ными часовщиками, работавшими по его заданиям. Он строил 
лучшие астрономические трубы своего времени. Ему принад- 
лежит „окуляр Гюйгенса“, доныне употребляемый. Уже после 
его смерти было напечатано его руководство к шлифованию 
и полированию стекол.” 

Из этого труда видно, что у Гюйгенса была настоящая 
мастерская со своим станочным оборудованием, причем 


ряд усовершенствований станков принадлежал самому 
Гюйгенсу. 


* Зоммерфельд в своей „Механике“ называет Гюйгенса „крупным. 
ученым ХУП в. и гениальнейшим часовым мастером всех времен“ 
(Зоммерфельд. Механика. Пер. Т. Е. Тамм, М., 1947, стр. 130). 

** Здесь уместно вспомнить, что и Ньютон гордился тем, что мог 
кое-чему научить лондонских мастеров в искусстве полирования зеркал. 
*** Соттеп{ати Ое Ё!огтап41$ ройепа1заие уйг1з. СрязЯат Нисепи 
орчзсимйа розита, Еааип1т Ва{ауогит, 1703, рр. 267—290. 
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Несколько подробнее остановимся и дадим пояснения 
о каждом из трех мемуаров Гюйгенса, составляющих данную 
книгу. Эти мемуары приведены здесь в той последователь- 
ности, в которой они увидели свет: сначала помещены 
„Маятниковые часы“ появившиеся в 1673 г., затем мемуар 
„О движении тел под влиянием удара“ и,. наконец, „О центро- 
бежной силе“, напечатанные в 1703 г. В настоящей статье 
мы начнем с пояснений к мемуару. „О движении тел под 
влиянием удара“. 

Актуальность и практическая важность изучения соуда- 
рения тел ясна всякому. В ХУЙ в. академии и отдель- 
ные ученые неоднократно ставили на очередь этот вопрос. 
Известно, что Галилей очень интересовался большими силами, 
развивающимися при ударе, и не имел решения для расчета 
этих сил. Это также было неясно и Гюйгенсу. Теорема 
об импульсе силы могла быть сформулирована только на 
основании законов Ньютона. Возможно, что неясность в этом 
вопросе задерживала напечатание работы, давно закончен- 
ной Гюйгенсом. 

Второе обстоятельство, которое необходимо отметить, — 
это отсутствие в ХУ в. отчетливого различения таких поня- 
тий, как упругость, неупругость, твердость. Гюйгенс пишет 
о твердых телах, но результаты его относятся к телам упру- 
гим. Теория соударения абсолютно твердых тел представ- 
ляет еще и до сих пор непреодоленные трудности. Любо- 
пытно, что на необходимость замены слова „твердый“ словом 
„упругий“ указал Ньютон в своих „Началах“. 

Главнейшие этапы работы Гюйгенса над вопросом о со- 
ударении тел и история напечатания его статей устанавли- 
ваются достаточно точно по сохранившимся письмам и руко- 
писям. 

По письмам 1652 г.* видно, что в это время Гюйгенс 
уже совершенно ясно понимал ошибочность утверждений 


* Письмо к Гутеховену от 17 января 1652 г. и к Схоутену от 29 октя- 


бря 1652 г. 
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Декарта относительно удара тел и сам успешно разобрался 
в разных случаях упругого удара. 

Сохранившаяся рукопись 1652 г. показывает, что Гюй- 
генс в это время уже открыл основные методы, при помощи 
которых он разрешил задачу об упругом ударе, а именно: 
1) применение принципа относительности движения, 2} теорему 
об одинаковости относительной скорости сближения тел до 
удара и относительной скорости удаления тел после удара 
и 3) то, что можно назвать гюйгенсовской формой теоремы 
живых сил. 

Переписка следующих лет* и черновые рукописи показы- 
вают, что Гюйгенс не перестает заниматься вопросом об ударе 
тел и уже рассмотрел его во всех деталях. 

1656 г. Гюйгенс приводит в порядок аксиоматику своей 
работы, т. е. определяет исходные гипотезы и располагает 
также в порядке отдельные доказуемые предложения (тео- 
ремы) и вспомогательные леммы. 20 июля 1656 г. Гюйгенс 
пишет Робервалю: „Уже несколько времени, как я оставил 
всякие другие занятия и занимаюсь только вопросом об ударе 
тел. Как мне кажется, я Вам говорил однажды, как неудачно 
занимался этим вопросом Декарт. Несколько дней тому назад 
я закончил свое маленькое исследование, в котором, как я 
полагаю, показано, что Декарт мог ошибаться в физике не 
менее, как в геометрии“. 

Таким образом, трактат Гюйгенса должен быть в основ- 
ном отнесен к 1656 г. (или ранее того). К этому времени 
в распоряжении Гюйгенса уже были все необходимые пред- 
посылки и доказательства. Все дальнейшие изменения носят 
характер редакционных поправок. Сохранившаяся рукопись 
„Об ударе“, с которой печатали мемуар профессоры де Фол- 
дер и Фуллениус, несомненно более позднего времени и 
во всяком случае относится к периоду после 1673 г., т. е. 


“ Письма к Киннеру от 16 декабря 1653 г., к Схоутену (1654 г.), 
ж Милону (1656 г.); переписка с де Слюзом (1656 и 1651 гг.). 
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после напечатания трактата „Маятниковые часы“, как это 
видно из самой рукописи. 

Сохранившиеся многочисленные черновики и наброски 
предисловия (незаконченного) показывают, что Гюйгенс не 
оставлял мысли напечатать свой трактат. Однако он не при- 
вел в исполнение своего намерения, и рукопись увидела 
свет только после его смерти. 

22 января 1661 г. Гюйгенс объяснял свои законы соуда- 
рения упругих тел в известном салоне де Бонво, в котором 
обсуждались научные и литературные вопросы. 

23 апреля 1661 г. (по записи в дневнике Гюйгенса) в Лон- 
доне в его комнате собрались после обеда члены Королев- 
ского общества Морей (Могау), лорд Бронкер (ВгоипсКег) — 
президент Королевского общества, Ниль (№ ее), Уоллис 
{Валлис, \/а1$), Рук (КооКе), Рен (\/теп) и Годдард (Соч3- 
Чага); Гюйгенс изложил им свой метод изготовления опти- 
ческих стекол. Тут же Гюйгенс решал различные случаи 
соударения тел. 

Об этом заседании имеется свидетельство Морея, о нем 
же говорится в письме секретаря Королевского общества 
Ольденбурга к Слинозе. В письме указан и произведенный 
опыт, результат которого был предвычислен Гюйгенсом, 
и другие подобные опыты, предложенные Бронкером и успешно 
вычисленные Гюйгенсом. 

Гюйгенс доложил полученные им результаты Парижской 
академии наук на трех заседаниях (4, 11 и 18 февраля 
1668 г.). 

С осени 1666 г. вопрос о соударении тел неоднократно 
обсуждался в Лондонском королевском обществе, которое, 
наконец, в заседании 22 октября 1668 г. постановило обра- 
титься к Гюйгенсу и Рену как к лицам, наиболее осведом- 
ленным в этой области, с просьбой сообщить обществу свои 
результаты. Несколько позднее (22 ноября 1668 г.) обще- 
ство постановило обратиться с тем же вопросом к Уоллису 
{Валлису). 
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Гюйгенс в ответ на предложение попросил указать, какой 
области движения он должен прежде всего коснуться. Он 
перечисляет эти области: падение весомых тел без сопро- 
тивления воздуха и с сопротивлением воздуха, движение 
маятников, центры колебаний, движение круговое и кониче- 
ское, центробежная сила и, наконец, движение тел при ударе. 
Гюйгенс соглашается изложить свои правила и теоремы и 
просит сообщить ему, что найдено другими учеными, зани- 
мавшимися теми же вопросами. 

Валлис первый дал ответ на запрос Королевского обще- 
ства. Он разобрал случай неупругого удара. Вторым был 
Рен. Его ответ поступил 17 декабря 1668 г. Ответ Гюйгенса 
поступил 7 января 1669 г. Оба они разбирают удар упругих 
тел и их правила вычисления скоростей совпадают. Однако 
у Рена не представлено никаких доказательств его резуль- 
татов. Ответ Гюйгенса значительно полнее других ответов 
и содержит указание основных гипотез и доказательства 
теорем (хотя и неполные и с пропуском некоторых теорем). 
Гюйгенс просит Королевское общество высказать свое су- 
ждение о его доказательствах.* 

На заседании 17 декабря 1668 г. Рен заявил, что правила 
расчета упругого удара были ему известны еше в эпоху 
возникновения Королевского общества (около 1650 г.).** Это 
заявление подтвердили Ниль (Мейе), Болл (Ва) и Хилл 
(НН). 


Немецкий комментатор Гюйгенса Гаусдорф *** утверждает, 


* Ольденбург сообщил Гюйгенсу благоприятное мнение Королев- 
ского общества и его президента Бронкера о его трактате. 

** Королевское общество официально организовалось в 1660 г., но 
неофициальные собрания ученых в доме доктора Годдарда начались 
с 1649 г. 

*** Ома ’5 К]аззщег ег ехаЖеп \/155епбераНепт. № 138. Сы5Нап 
Наусеп$ пасфое!аз5епе АБап@шпоеп. ОЪег 41е Вемесипе ег Кёгрег 
Читсь 4еп 54055. ОЪег 41е СегётШара!Кта#. 1903. Указанное утвержде- 
ние высказано на стр. 63—64. 
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что Рен впоследствии признал, что не мог придумать дока- 
зательства своим правилам. 

7 января 1669 г., в день получения Королевским обще- 
ством и прочтения ответа Гюйгенса, общество постановило 
напечатать статью Рена в журнале общества „РЬозорЫса] 
ТгапзасНоп$“. Рукописная копия статьи Рена была послана 
Гюйгенсу, и он ответил благодарностью, сообщив, что пра- 
вила Рена совпадают с его собственными и несомненно пра- 
ВИЛЬНЫ. 

Каково же было удивление Гюйгенса, когда он получил 
январский номер „РЬ]озорШса| Тгапзас01$“ со статьями 
Рена и Уоллиса, но не нашел не только своей статьи, а и 
вообще никакого намека на его работу. 

В сопроводительном письме Ольденбурга было сказано, 
что статья Гюйгенса не напечатана, Так как Гюйгенс не 
дал разрешения на напечатание и не составил оглавления. 
Однако, как справедливо заметил Гюйгенс в ответ на письмо 
Ольденбурга (см. далее), редакция могла и без разрешения 
Гюйгенса сообщить, что решение вопроса, представленное 
Гюйгенсом Королевскому обществу, в осповном совпадает 
с решением Рена. 

Отчасти сознание несправедливого отношения к нему 
Королевского общества, отчасти желание избегнуть впе- 
чатления, будто его взгляды образовались под влиянием 
взглядов Рена, побудили Гюйгенса написать статью в „]ои!- 
па| Чез зауапй5“* с изложением результатов своих исследо- 
ваний, однако без доказательств последних. 

После появления этой статьи в печати Гюйгенс написал 
три письма: одно — Ольденбургу, в котором он жалуется 
на несправедливость Ольденбурга по отношению к нему, 
однако в очень осторожных выражениях; другое — Морею, 
составленное в несколько более решительных выражениях, 


* Ке?ез Чи тоцуетеп* Чап$ ]а гепсоп4ге Чез согр$. ]оцгпа| 4ез Зса- 


Уап$, Раг1<, |е 18 тагз 1669, рр. 19—24. 
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и, наконец, третье, — Дюгамелю, который в то время жил 
в Англии, с просьбой быть его представителем в Англии, 
так как он, Гюйгенс, в этом очень нуждается. 

Дюгамель имел два разговора с Ольденбургом. Ольден- 
бург в ответе Гюйгенсу решительно защищается от обвине- 
ния в несправедливости. Одновременно он сообщает, что 
перевод статьи Гюйгенса в „|оигпа| 4ез зауапё5“ появится 
в апрельском номере „РЬ|озор!са| ТтапзасЯопз“. И действи- 
тельно, апрельский номер 1669 г. содержит перевод статьи 
Гюйгенса в „|оигпа| 4ез зауап5“,* однако без абзаца, пред- 
шествующего „Правилам движения“, и без абзаца, закан- 
чивающего статью, в котором Гюйгенс защищается от подо- 
зрения в заимствовании своих „Правил движения“ и расска- 
зывает об упомянутом выше заседании в комнате Гюйгенса 
в Лондоне в 1661 г. 

Морей ответил Гюйгенсу очень любезным письмом, в ко- 
тором пишет, что лица, бывшие в 1661 г. свидетелями того, 
с какой легкостью и точностью он немедленно объяснил 
несколько опытов, перед тем произведенных, пользуясь 
вполне разработанной системой правил, никогда не отка- 
жутся подтвердить, что ему принадлежит честь откры- 
тия законов Удара. „Но, — добавляет Морей, — случается 
иногда, что разные лица делают то же открытие, пользуясь 
различными методами. В этом случае честь открытия 
может быть приписана обоим, без ущерба для каждого из 
них“. 

Заметим в заключение, что Ньютон в своих „Математи- 
ческих началах естественной философии“ ссылается на работы 
Уоллиса, Рена и Гюйгенса.* Ссылка эта сделана по поводу 


* ТЬе 1ам\з оЁ тоНоп оп Ве соШ1510п оЁ БоШез. РЬИ. Тгапз. Коу. 
бос. о# Гоп4оп, 4, Ари! 12, 1669, рр. 921—928. 

** Исаак Ньютон. Математические начала естественной философии. 
Пер. акад. А. Н. Крылова. Собр. трудов акад. А. Н. Крылова, т. УП, 
Изд. АН СССР, 1936. Указанная ссылка находится на стр. 51—54. 
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проверки Ньютоном своего третьего закона движения при 
помощи соударений шаров-маятников. 

Мы изложили подробно все события, связанные с пред- 
ставлением Гюйгенсом мемуара „О движении тел под влия- 
нием удара“ в Лондонское королевское общество, не потому, 
что они важны сами по себе, а потому, что они говорят 
о попытке этого общества умолчать о работах Гюйгенса. 

Перехожу к мемуару о центробежной силе. 

Некоторые теоремы о центробежной силе Гюйгенс еще 
в 1669 г. сообщил Лондонскому королевскому обществу 
в виде анаграммы. 

Мемуар о центробежной силе также был написан еще до 
выхода в свет „Маятниковых часов“. В конце „Маятниковых 
часов“ Гюйгенс дает без доказательства тринадцать теорем 
относительно центробежной силы, возникающей при круговом 
движении. Эти тринадцать теорем охватывают все детали... 
характеризующие центробежную силу, вплоть до расчета 
натяжения нити маятника. Все они укладываются в формулу 
=" , которую Гюйгенс прямо не пишет, но которая ясно 
следует из его выводов, если пользоваться понятием „массы“. 
Эти теоремы произвели большое впечатление на современ- 
ников. В частности Ньютон обратил внимание на теоремы 
о центробежной силе и в особенности на сопоставление 
центробежных сил с тяжестью.* 

В своем похвальном отзыве о „Маятниковых часах“ Нью- 
тон пишет, между прочим: „Я рад тому, что мы можем 
ждать еще мемуара о центробежной силе, который может 
оказаться чрезвычайно полезным для естественной филосо- 
фии и астрономии, а также для механики“. Ньютон несоменно. 
использовал результаты исследований Гюйгенса, о центро- 
бежной силе, но поставил вопрос на широкой базе общего 


* Исаак Ньютон. Математические начала естественной философии. 
Пер. акад. А. Н. Крылова. Собр. трудов акад. А. Н. Крылова, т. УП,, 
Изд. АН СССР, 1936. Указанное место находится на стр. 79. 
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рассмотрения центральных сил. У Гюйгенса же интерес 
к круговому движению возник, вероятно, главным образом 
в связи с требованиями астрономии и точного приборострое- 
ния (приспособление конического маятника к часам). Следует 
заметить, что некоторое представление о центробежной силе 
существовало до Гюйгенса у нескольких лиц: прежде всего 
Галилей, Кепплер и Декарт высказали несколько здравых 
мыслей о вращательном движении. Галилей объясняет то 
обстоятельство, что тела не отлетают от поверхности Земли 
при вращении последней. Он говорит, что при той же посту- 
пательной скорости стремление отлететь тем меньше, чем 
меньше касательная отступает от дуги, т. е. чем больше 
радиус. 

Кепплер в „ЕрИотае Азгопопиае сорегп1сапае“ опровергает 
мнение, будто при вращении Земли тела на земной поверхности 
должны выбрасываться в воздух, как грязь с обода вра- 
щающегося колеса. Происходит это потому, что земные 
предметы привязаны к земле притягательной способностью. 
Никакой меры этой „способности“ он не пытается найти. 

Декарт неоднократно рассматривает движение камня 
в праще. Он исходит из двух положений: 

1) всякий предмет остается в том состоянии, в каком он 
находится, если на него нет никаких воздействий; 

2) каждая часть движущейся материи всегда стремится 
продолжать движение прямолинейно. Этим он объясняет 
давление на руку, вращающую пращу и заставляющую камень 
двигаться по окружности. 

Гюйгенс нашел оригинальный подход для количественного 
рассмотрения величины и направления центробежной силы. 
Он рассматривает движение отлетающего по касательной 
камня с точки зрения наблюдателя, совпадающего с „ободом 
колеса“ и вращающегося вместе с ним. Это рассмотрение 
относительного движения позволяет ему ясно и просто дать 
направление и количественные зависимости для центробеж- 
ной силы. 
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Немецкий комментатор Гюйгенса, отмечая это обстоятель- 
ство, пишет, что, читая Гюйгенса, удивляешься тем трудно- 
стям, которые были впоследствии нагромождены около цен- 
тробежной силы. Мнение это, как нам кажется, нуждается 
в оговорке. Смелое решение Гюйгенса отчасти свявано с тем, 
что он не имел в своем распоряжении ни законов Ньютона, 
ни тем более принципа „Даламбера. 

Вопрос о силах инерции, о реальных и фиктивных силах, 
для него просто не существовал. Если бы он знал те под- 
водные камни, которые его окружают, он, весьма вероятно, 
испытал бы большие затруднения в обосновании своего 
вывода. 

Необходимо отметить полноту рассмотрения вопроса 
о центробежной силе у Гюйгенса. Его 17 теорем охватывают 
вопрос во всех деталях. Особенно важно сопоставление 
с тяготением. Здесь уместно указать на некоторые общие 
взгляды Гюйгенса. Вопрос о покое и движении занимал 
Гюйгенса в течение всей его жизни. Имеется много заметок 
его по тому поводу. Идея относительности (в классическом 
смысле, конечно) была ему чрезвычайно близка. Он не только 
использовал ее для доказательств в своих мемуарах, но воз- 
вращается к ней часто в рассуждениях. Когда Мариотт пред- 
ложил различать „относительную“ скорость (уЦеззе гезрес- 
уе) и „истинную“ или „собственную“ скорость (уЦеззе ргорге), 
Гюйгенс выступил с возражением, что существует только 
относительная скорость. „Движение между телами только 
относительно“.* В переписке с Лейбницем Гюйгенс утвер- 
ждает относительный характер вращения. 

Гюйгенс придерживается, конечно, системы Коперника, 
но без признания неподвижности Солнца и без признания 
сферы звезд. Идеей абсолютного пространства Гюйгенс не 
пользуется. [Го поводу абсолютного пространства Ньютона 
Гюйгенс делает заметку: „(а отп!$ уио0 е{ ацзз1 МеуЖоп“, 


* „Мои и(ег согрога геаНуит фапфат е5{“. 
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что можно перевести: „Гак думают все и также Ньютон“. 
Нельзя не отметить несколько недружелюбный стиль этой 
полулатинской, полуфранцузской заметки. 

Гюйгенс признавал бесконечность пространства, а также 
пустоту. Впрочем, как картезианец, он под пустотой понимал 
пространство, освобожденное от „обыкновенной“ материи. 
Заполнение пространства эфиром оставалось. (Отвлекаясь 
в сторону, следует указать, что Гюйгенс экспериментировал 
с воздушным насосом, изобретал приборы и руководил ра- 
ботой других ученых. Книга Папена „О пустом простран- 
стве“ посвящена Гюйгенсу, и автор указывает, что почти 
все опыты сделаны по идее Гюйгенса и под его руковод- 
ством. В частности Гюйгенсом изобретены тарелка насоса, 
колокол и манометр). 

Переходим к третьему по времени написания мемуару 
Гюйгенса — „Маятниковым часам“. Он увидел свет ранее 
рассмотренных первых двух мемуаров. В „Маятниковых часах“ 
гений Гюйгенса проявился особенно ярко. Это одна из самых 
замечательных книг по механике, написанных в ХУЙ в., кото- 
рая „является прекрасным звеном между «015согз» Галилея и 
«Рипе!р1а» Ньютона“.* Содержание мемуара гораздо шире 
его названия, хотя и страницы, посвященные собственно 
часам, прекрасны. Несомненно изобретение маятниковых 
часов составляло целую эпоху в науке и технике. Но сверх 
того в книге сделано много различных открытий и изобре- 
тений в самых разнообразных отраслях математики, физики, 
механики. Чтобы оценить обилие этих открытий и изобрете- 
ний, содержащихся в „Маятниковых часах“, достаточно 
перечислить главнейшие из них: 

1) изобретение обыкновенных маятниковых часов; 

2) изобретение часов с коническим маятником; 

3) открытие явления принудительного консонанса хорошо 


*С. И. Вавилов. Гюйгенс. Большая советская энциклопедия, 


1-е изд., 1930, т. 20, стр. 84. 
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настроенных маятников, играющего очень большую роль 
в современных радиоустановках;” 

4) открытие свойств циклоидального маятника, обладаю- 
щего периодом независимым от амплитуды; 

5) решение вопроса о таутохроне; 

6) решение вопроса о периоде циклоидального маятника 
и вместе с тем о периоде математического маятника при 
бесконечно малой амплитуде; 

7) создание совершенно нового учения об эволютах и 
эвольвентах, представляющего важную главу в современной 
дифференциальной геометрии; 

8) выпрямление очень многих кривых линий, вычисление 
площадей кривых поверхностей и определение эволюты и 
эвольвенты для многих классов кривых. 

Все эти многочисленные открытия носят, однако, только 
подготовительный характер к содержанию четвертой части 
мемуара, посвященной вопросу о физическом маятнике. 
В этой части Гюйгенс впервые и притом полностью и верно 
решает вопрос большой теоретической и практической важ- 
ности: он вводит понятие центра качания физического маят- 
ника и дает общий метод его определения, метод, который 
можно назвать методом геометрического интегрирования. 

История того, каким образом Гюйгенс принялся за реше- 
ние этой задачи, характерна для науки того времени и заслу- 
живает хотя бы краткого упоминания. В то время научных 
журналов было очень немного и общение ученых и распро- 
странение научных достижений в значительной мере шло 
путем переписки. Среди ученых, сыгравших большую роль 
в организации науки в первой половине и в середине ХУПЬь., 
следует указать замечательного французского ученого Мер- 
сенна. Мерсенн очень много сделал для содействия научной 
работе и информации ученых о результатах, добытых другими 


*Н. Д. Папалекси. Современное развитие понятий о резо- 
нансе. „Успехи физических наук“, 1947. 
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учеными. Следует также указать и то обстоятельство, что 
до начала официального образования Французской академии 
наук в Париже существовали собрания ученых, организован- 
ные, по инициативе Мерсенна. Мерсенн был в переписке, между 
прочим, и с отцом Гюйгенса. Он знал о выдающихся 
способностях молодого Гюйгенса. Когда Гюйгенсу было 
всего ]5 лет, Мерсенн предложил нескольким ученым, в том 
числе Декарту, Робервалю и молодому Гюйгенсу, решить 
задачу о физическом маятнике для некоторых частных 
случаев. Мерсенн даже назначил премию победителю в этом 
соревновании. У Гюйгенса тогда ничего не вышло, „но, — 
замечает он в своем мемуаре, — немного вышло и у дру- 
гих лиц, ‘приглашенных к участию в решении задачи“. 
Зато впоследствии Гюйгенс блестяще решил поставленный 
ему Мерсенном вопрос, и не только в частном случае, но 
и в самой общей форме. 

Решение задачи о физическом маятнике, несомненно, пред- 
ставляет эпоху в развитии механики. Это первый случай 
решения вопроса из механики системы точек и твердого 
тела. Впервые введена величина, пропорциональная моменту 
инерции. Для нас интересен также и тот метод, которым шел 
Гюйгенс при решении своей задачи. В основу решения он 
положил „энергетический принцип“, формулированный сле- 
дующим образом: „Система весомых тел, движущихся под 
влиянием силы тяготения, не может двигаться так, чтобы 
общий центр тяжести тел поднялся выше первоначального 
положения“. Гюйгенс считал это положение само собой разу- 
меющейся аксиомой, выражением той мысли, что весомые 
тела не могут двигаться вверх без внешнего воздействия. 
Из этого положения он непосредственно выводил свое пред- 
ложение [\, которое гласит: „Если маятник, состоящий из 
многих весомых частиц, свершив часть колебаний, ударится 
о плоскость и распадется на все его составляющие частицы, 
и эти частицы будут двигаться вверх до той высоты, до 
которой могут при приобретенной скорости, то центр тяже- 
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сти общий поднимется на ту же высоту, на которой он был 
до начала колебания маятника“. 

Уже следующее предложение У приводит Гюйгенса к пра- 
вильному выражению для приведенной длины физического 
маятника. 

При своем рассуждении Гюйгенс неоднократно пользуется. 
положением о невозможности вечного двигателя — „регреат 
шоб е“. 

После того как Гюйгенс нашел выражение для приве- 
денной длины физического маятника, следует еще обширная 
математическая часть, в которой Гюйгенс правильно вычис- 
ляет и центр тяжести и центр качания для очень многих 
весомых линий, плоскостей и тел. В его работе заключается 
также очень точное, для его времени, определение ускорения 
силы тяжести и предложение международной меры длины, 
„часового фута“, составляющего 1/5 длины секундного маят- 
ника. 

Мемуар Гюйгенса „Маятниковые часы“ очень быстро по- 
лучил известность и заслужил всеобщее признание. Ньютон, 
получив экземпляр „Маятниковых часов“, пишет, что позна- 
комился с книгой с большим удовлетворением, так как нашел 
в ней много тонких и полезных рассуждений, вполне достой- 
ных ее автора. В своих „Началах“ Ньютон называет мемуар 
о маятниковых часах превосходным. Столь же хвалебны были 
и отзывы других выдающихся современников Гюйгенса. Была 
и критика отдельных положений. Так, например, Ньютон 
критиковал теоремы Гюйгенса, в которых рассматривается 
падение тела вдоль ряда наклонных плоскостей, имеющих 
профиль в виде ломаной линии. Он считал, что Гюйгенс не 
учел влияния, которые могут иметь изломы на движение, 
и считал вывод убедительным только для предела, когда 
ломаная превращается в кривую. Первая развернутая кри- 
тика принадлежит, повидимому, Робервалю. 

Возражения Роберваля, относящиеся к 1670 г., свиде- 
тельствуют о том, что Гюйгенс еще до выхода книги в свет 
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докладывал в Парижской академии наук некоторые части 
книги, или, может быть, результаты без выводов, а также 
и исходные гипотезы своих рассуждений. Эти гипотезы ни 
вызвали возражения: Роберваля. Труды Роберваля по меха- 
нике, котэрые при жизни его никогда не были напечатаны, 
°’до настоящего времени не сохранились.” Сохранились, как 
возражения Роберваля, так и ответы на них Гюйгенса. Воз- 
ражения очень мало интересны и свидетельствуют скорее 
о том, что Роберваль был плохой механик-теоретик. Так, 
например, он не воспринял закона инерции, хотя жил после 
Галилея и Декарта. Некоторые вопросы совершенно нелепы 
и вызвали иронические реплики Гюйгенса. Самое серьезное 
возражение заключается в том, что Гюйгенс сделал свои 
выводы для центра удара, а потом приложил их к центру 
качаний, который Роберваль считает совпадающим с цен- 
тром удара. 

Можно показать, что центр удара при известном опре- 
делении совпадает с центром качания. 

Однако ни в книге Гюйгенса, ни в сохранившихся руко- 
писях, нигде нет указаний на то, что Гюйгенс пришел 
к понятию о центре качания через понятие о центре удара. 
Гораздо более вероятно, что дело обстояло не так и что 
Гюйгенс высказал свою гипотезу самостоятельно. Тем не 
менее нельзя отрицать того факта, что Гюйгенс был знаком 
с работой Мунье и в особенности Фабри, на которых сле- 
дует указать, хотя и с большими оговорками, как на пред- 
шественников Гюйгенса в этом трудном учении. 

На других возражениях Роберваля не стоит останавли- 
ваться. 

Через восемь лет после появления мемуара возникла 
полемика, связанная с аксиомой Гюйгенса о движении центра 
тяжести системы весомых тел. „Энергетическая“ точка зре- 


* В 1650 г. Роберваль пишет Гевелиусу, что он кончил трактат 
по механике в 8 книг, из которых последняя трактует о центре удара. 
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ния Гюйгенса не была понятна всем его современникам. Гра- 
везанд в „СВ1$Нап: Ниоеп! орега уама“ опубликовал и эту 
полемику. Против Гюйгенса выступил аббат Кателан* со 
следующим заявлением: „Движение тел, свободно падающих, 
и движение тел, связанных в общий физический маятник, про- 
исходит по разным физическим законам. Ёсли два шара, нахо- 
дящиеся на разных расстояниях от оси вращения маятника, 
падают вместе, соединенные невесомым стержнем, то волей- 
неволей их скорости пропорциональны расстояниям от оси вра- 
щения, а следовательно, и высотам падения. Если же с тех же 
мест и до той же наклонной плоскости будут падать несвязан- 
ные частицы, то их скорости пропорциональны корням квадрат- 
ным из высот падения, как показал Галилей. Поэтому в пред- 
ложении |\У Гюйгенса отдельные частицы, составляющие 
физический маятник, которые, совершив часть колебаний, 
ударяются о плоскость, разбиваются на отдельные частицы 
и потом поднимаются наверх, будут двигаться разно при 
своем падении как физический маятник и при своем подъеме, 
когда они двигаются, как отдельные частицы. Поэтому вы- 
сота, на которую поднимется центр тяжести, не может быть 
той же самой, на которой она находилась до начала ко- 
лебания“. 

К этому положению аббат Кателан присоединял еще два 
неправильных требования. 

Во-первых, сумма скоростей всех частиц, составляющих 
физический маятник (предполагая их одинаковыми), должна 
равняться сумме скоростей всех частиц, двигающих вверх 
после соударения. В этом утверждении аббата Кателана 
чувствуется влияние картезианской философии. 

Правило, данное Гюйгенсом для определения центра 
качания, Кателан заменяет своим положением 2-м, которое 
гласит: „/[ериод физического маятника есть среднее арифме- 
тическое из периодов простых математических маятников, 


* Кателан не был авторитетным ученым. В полемике, начатой им, 
приняли участие более авторитетные ученые. 
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которые составляют отдельные частицы физического маят- 
ника, двигающиеся вокруг общей оси“. 

В полемике, которая растянулась на несколько лет, при- 
няли участие, кроме аббата Кателана, выступавшего много 
раз, еще Яков Бернулли, выступивший два раза, и математик 
Лопиталь. Бернулли, во всем признавая правильность точки 
зрения Гюйгенса, все-таки стремился заменить явно чуждую 
ему аксиому Гюйгенса каким-либо другим положением. Ёго 
точку зрения можно сформулировать так: представим себе 
для простоты физический маятник, состоящим из двух весо- 
мых точек, расположенных на разных расстояниях от оси 
вращения и соединенных невесомым стержнем. Если отвести 
маятник в горизонтальное положение, то обе весомые точки, 
если бы они были свободны, стремились бы падать с оди- 
наковой скоростью. Если же они связаны невесомым стерж- 
нем, то поневоле точка, более близкая к оси, двигается 
медленней, а точка более далекая, — скорей. Следовательно, 
должно быть какое-то торможение весомой точки, более 
близкой к оси, и, с другой стороны, это торможение должно 
вызвать ускоряющую реакцию на более далекую точку. 
Бернулли попытался из этого вычислить период маятника. 
В результате он разошелся с Гюйгенсом и пришел к выводу, 
который, несомненно, привел бы к вечному двигателю. 

Бернулли это почувствовал, но пишет, что можно не 
опасаться такого результата, так как всегда существующие 
номехи и трение ослабят поднятие и дадут возможность. 
‘’избежать вечного двигателя. 

Лопиталь нашел ошибку в расчете Бернулли и показал, 
что для рассмотренного простого частного случая расчет 
Бернулли приводит к тому же результату, что и расчет 
Гюйгенса. Однако метод Гюйгенса значительно превосходит 
метод, предложенный Бернулли, по своей общности. 

Гюйгенс в этой полемике выступал три раза. Он показал, 
что оба предположения Кателана, и о сумме скоростей и 
о среднем периоде, приводят к тому, что центр тяжести 
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распавшегося на частицы маятника поднимается выше своего 
первоначального положения, и, следовательно, противоречат 
основной аксиоме Гюйгенса. Кроме того, эти высоты под- 
нятия в обоих предположениях разные и показывают, что 
оба принципа еще друг другу противоречат. 

Далее Гюйгенс в очень корректной форме, но очень ре- 
шительно осуждает Бернулли за непринципиальное отно- 
шение к вопросу о вечном двигателе и легко показывает 
несостоятельность его компромиссного рассуждения. 

В заключение Гюйгенс пишет: „Очевидно маятник теряет 
в скорости, понимая это в том смысле, как говорит Кателан, 
но сохраняется подъемная сила, которая зависит в этом 
случае, как и во многих других случаях, от квадратов ско- 
ростей“. Таким образом, он закончил полемику опять-таки 
„энергетическими“ соображениями. Победа в полемике, как 
и следовало ожидать, оказалась на стороне Гюйгенса. 

Яков Бернулли продолжал заниматься попыткой нахо- 
ждения центра качания по своему методу („метод рычага“) 
и впоследствии. Так, в 1691 г. он мог дать правильный 
вывод для прямой весомой линии и, наконец, в 1703 г. ему 
удается формулировать принцип, похожий на принцип Далам- 
бера, дающий решение в общем случае. Этот способ уже 
можно считать равноценным способу Гюйгенса. Таким обра- 
зом, остается в силе утверждение, что общий вывод Гюйгенса 
был при его жизни единственным существовавшим. 

Заметим в заключение, что любимым ученым Гюйгенса 
был Архимед. Не случайно его отец, говоря в письмах 
к друзьям о своем сыне, называет его „мой Архимед“. Но 
начав с проблем древности, с гидростатики и квадратуры 
круга, проблем, которые продолжали его интересовать всю. 
жизнь, этот геометр ХУП в, дошел в своих исканиях до 
„энергетических“ соображений и до открытия многих тонких 
явлений, вроде принудительного консонанса. 

В заключение сообщаю сведения об источниках, которыми 
я пользовался. 
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Перевод „Маятниковых часов“ сделан по парижскому 
изданию 1673 г.,” единственному, вышедшему при жизни 
Гюйгенса. Я использовал Также издание Гравезанда,”” в ко- 
торое Гравезанд ввел некоторые поправки на основании 
заметок, сделанных Гюйгенсом на своем экземпляре. Очень 
многое я заимствовал из многотомного собрания сочинений 
Гюйгенса, изданного Голландским обществом наук.” Это 
издание снабжено обширным и очень серьезным коммента- 
рием и, что особенно ценно, содержит в себе обширную 
переписку Гюйгенса, а также изложение полемик, вызванных 
работами Гюйгенса. Немецкое издание „Маятниковых часов“ 
не отличается точностью перевода и содержит многие „мо- 
дернизации“ .**** Исторический комментарий его также уста- 
рел, но математический использован в настоящем томе. 

Перевод мемуаров „О движении тел под влиянием удара“ 
и „О центробежной силе“ сделан по первому посмертному 
изданию, вышедшему в Лейдене в 1703г. под редакцией 
профессоров Б. де Фольдера и Б. Фуллениуса.***** И при этом 
переводе я пользовался комментариями „Собрания сочинений“ 
Гюйгенса, изданного Голландским обществом наук. Относи- 
тельно немецкого перевода ****** этих мемуаров приходится по- 
вторить то же, что сказано о немецком переводе „Маятнико- 
вых часов“. Перевод не точен и модернизирован. Историче- 
ский комментарий устарел и частью не верен. Математический 
комментарий использован в настоящем издании. 


* СЬ5Напг Ничсепи Ного|ов1ат озсПаот1ат. Рат1$Из, 1673. 
** СризНап!: НисепИ орега уама. Гаоип! Вайауогип, 1724. 

*** Оеугез Сотр|&{ез 4е СЬизНаап Ниусепз. Га Науе. 

**** Пе Реп4е]аВг уоп Сфизйаап Ниусепз. НегаизоереБеп уУоп 
А. НескзсВег ипа А. у. Оештееп. — Оз${\ма14’5 КПазз1Кег, № 192, Гер- 
710, 1913. 

***** (Сру15Нап: Нисепи оризсийа розёата. Гиодит Ваёауогит, 1703. 
****** Сру15Нап Ниусеп$ пасБое]аззепе АБВап@ поет. ОБег 41е Вемесипх 
ег Кбгрег ЧигсЬ 4еп 51055. ОЪБег @е СепгИиса\КгаН. Негаизоеререп 
уоп Рейх Наиз4отЁ. Оз\а!4’5 КаззЩет, № 138, [е!ртло, 1903. 
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В своем переводе я строго придерживался подлинника 
и, в особенности, старался соблюдать способ рассуждения 
Гюйгенса, не позволяя себе подмены понятий, которыми 
пользовался автор, более современными. 

Единственное отступление от подлинника, которое я себе 
позволил, касается написания формул. В этом случае соблю- 
дение старинного способа написания, так же как и манера 
излагать действие словесно, излишне затруднило бы чтение. 
Но п в этом случае я стремился к тому, чтобы не нарушить 
ни в чем рассуждений автора. 


К. К. Баумаарт. 


ани анинииинанинваненаню "7 реву ини 
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ПРИМЕЧАНИЯ 


К мемуару „Маятниковые часы“ 


1 На титульном листе (см. вклейку) издания 1673 г. значится: 


Христиан Гюйгенс, сын Константина, 
из Зейлихема 
Маятниковые часы 
или 
Геометрические доказательства, 
относящиеся 


к движению маятников, приспособленных * к часам 


Париж 
В типографии Ф. Мюге, нечатника короля и светлейшего 
‚архиепископа 
на улице Гитары, под вывеской трех волхвов. 
1673 


С привилегией короля 


На обороте титульного листа помещен следующий текст: 
Эта книга разделена на 5 частей, из которых 
Первая содержит описание маятниковых часов. 
Во второй разбирается падение весомых тел и их движение вдоль 
циклоиды. 
В третьей излагается учение об эволютах и о размере кривых линий. 
В четвертой — учение о центре качания или возмущения. 
Пятая дает описание часов другого устройства, в которых маятник со- 
вершает круговое движение, и теоремы о центробежной силе. 
2 Гюйгенс пишет: „Идет шестнадцатый год“. Голландский патент на 
изобретение маятниковых часов Гюйгенс получил 16 июня 1657 г. Бро- 
шюру „Ного]ос1ит“ он напечатал в 1658 г. 


“ Дословно: „к движению маятников, приспособленному к часам“. 
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3 Действительно, Гюйгенс первый изучил развертки кривых и, та- 
ким образом, является творцом всей теории эволют и эвольвент. 

4 Неизвестно, какие книги (или книгу) имеет в виду Гюйгенс. Воз- 
можно, что это книга Корнелия Мальвазии (Сотпе!о Ма]уача. ЕрВете- 
т14ез поу!15$1тае то{иит сое|еНит. 1662). В ней содержится неопреде- 
ленное указание на часы с маятником, изобретенные якобы несколько 
лет тому назад во Флоренции, но без ссылки на Галилея. 

5 Имеется в виду Вивиани. (1622—1703). Опубликованная в Оепугез 
сотр!64е5 переписка Гюйгенса с французским астрономом Буйо показы- 
вает, что в 1660 году (два года спустя после изобретения им часов) 
Гюйгенс познакомился с неосуществленным проектом Галилея. 

6 Это означает, что полупериод маятника равен | секунде. 

7 Введение единой меры было предложено еще в 1670 г. Габриэлем 
Мутоном (1618—1694). Он предложил 1 минуту меридианного круга, что 
соответствует 1.85 км. 

8 Гюйгенс дает очень точное соотношение, 

9 Это определение очень точно 34: 29 == 1.172. Истинное значение 
равно 1.180, т. е. ошибка равна всего 0.8/4. Немецкие комментаторы 
Гюйгенса Гекшер и Еттинген,* отмечают, что Гюйгенс не указывает, 
как он нашел свой результат, и что полное аналитическое решение во- 
проса удалось только Эльвиусу в 1734 г. при помощи эллиптического 
интеграла. 

Однако в голландском издании „Оеугез сотр!4ез Че СЬу1$Наап 
Ноусеп$“, в томе ХУШ (издан в 1934 г.) на стр. 374—387 приведен гео- 
метрический расчет Гюйгенса, из которого видно, что Гюйгенс умел на- 
ходить очень близкий нижний предел отношения колебаний для любых 
дуг; приведены его расчеты и сравнены с расчетами Эльвиуса и Эйлерг. 
Видно, что позднее Гюйгенс улучшил свой результат и получил более 
точное число 1.18033... вместо 1.172... 

Видно также, что открытие Гюйгенсом таутохронизма циклоиды 
связано именно с этими рассуждениями (см. по этому поводу также 
„Оеуге$ сотр1&4ез Че Суу15Наап Ниусеп$“, ХУ, стр. 392—397). 

10 Так высказывался Мерсенн в предисловии к „СосЦа{а рНузсо- 
та{етаса“, 1644. 

11 У циклоидального маятника имеются свои недостатки, которые 
перевешивают его преимущества. Трудно придать щекам точную кри- 
визну циклоиды; нити вследствие жесткости не вполне прилегают к ще- 
кам, так что груз маятника не движется по циклоиде. Относительно 
большие размахи связаны с заметным сопротивлением воздуха. Поэтому 


* А. НесКзсрВег ци. А. \У. Ое&Е! поет. П1е Репае!аЪк. Ного- 
|осций озсШа&огит уоп Сфи$Наап Ниусепз, Г.е!ртло, 1913. 
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теперь применяют только круговые колебания с малыми амплитудами. 
Для них зависимость периода от амплитуды ничтожна. 

12 В 1678 г. некий деВомель показал, что эволютой кардиоиды 
являющейся одной из эпициклоид, является опять кардиоида тройного 
размера. В конце того же 1678 г. он же показал, что эволютой любой 
эпициклоиды является подобная эпициклоида. В 1692 г. Яков Бернулли 
показал, что тем же свойством обладает логарифмическая спираль, ко- 
торая может дать и подобную логарифмическую спираль. Яков Бернулли 
указывает, что это было известно его брату Ивану Бернулли. 

В 17127 г. Крафт опубликовал в „Комментариях Петербургской Ака- 
демии“ статью, в которой доказал, что циклоиды и логарифмическая 
спираль с постоянным углом 45° суть единственные линии, воспроизво- 
дящие сами себя, и что другие логарифмические спирали, эпи- и гипо- 
циклоиды суть единственные линии, дающие подобные эволюты. Позд- 
нее вопрос был обобщен Эйлером в двух работах 1750 и 1787 гг. Крафт 
неправильно приписывает Чирнгаузену приоритет в смысле занятия эпи- 
и гипоциклоидами. 

13 Приводим доказательство построения (по немецкому комментарию). 
Проведем касательную через А и примем ее за ось х, а АВ-— за ось у. 
Средину круга назовем М. 

Пусть ЁГ пересекает АВ в ЛХ, тогда 5Ё=х — абециеса точки 5’, 
АЕ = у — ордината. Пусть радиус круга г. Угол АМЕЁ =, тогда 


АЕ = ЕК = 15 ==® 


и из ЛЁМЕ следует: 
ГЕ —= [У = г т, 


МЕ = гео$5, 


следовательно, 


х == 5 = 1 = [== ($ — “п $), 
у = АР =МА — МЁЕ=г(1-— со$ 5). 


Это уравнение циклоиды, получающейся при качании круга по касатель- 
ной, проходящей через /. 

14 В мемуаре Гюйгенса „О нахождении величины круга“ („Ое е!- 
си! таопЦидште шуепка“, 1654). См. выше в биографии Гюйгенса. 

15 Об уравнении времени. Мы теперь под уравнением времени по- 
нимаем разность: среднее солнечное время мииус истинное солнечное 
время. Гюйгенс под уравнением времени понимает разность — истинное 
солнечное время минус срелнее солнечное время. Пересчет, сделанный 
П. Бруна по новейшим данным, показывает очень большую точность табли- 
пы, вычисленной Гюйгенсом, см. „Оеугез сотр!{ез ...“, {. ХУ Ш р. 51, 1934. 
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16 Гюйгенс пишет „уравнение дней“ вместо „уравнения времени“. 
Мы сохранили это название в заголовке таблицы. 

17 Александр Брюс. 

1^ Действительная разность 19513’, т. е. на 1517’ меньше, чем ука- 
зывает Гюйгенс. Из комментария „Оеугез сотр! {ез...“ видно, что 
„опытным астрономом“ был Делавуа. 

19 Действительные разности дают 657’ (на 13’ меньше, чем у Гюй- 
генса} и 15545’ (на 41’ меньше, чем у Гюйгенса). 

20 Это наблюдение описано Гюйгенсом в „оигпа! Чез 5ауап5“ 
26 февраля 1665 г. Там он еще пытается объяснить явление движением 
воздуха. Здесь дано правильное объяснение. Поэтому Поггендорф не 
прав, утверждая в своей „Истории физики“ (1879), что Элликот первый 
в 1739г. нашел причину явлений. Открытое Гюйгенсом явление получило 
название „принудительного консонанса“ и нашло большое применение 
в современных радиосхемах. 

21 Это известный подвес Кардана (СагФапо, 1501—1576). 

22 В этом месте переводчик позволил себе несколько отойти от под- 
линника, введя для ясности обозначение времени т. Следует читать: 
„Разделим время на равные промежутки, называя их т. Пусть ...“, 
ит. д. Гюйгенс пишет: „первое время“, „второе время“. Мы переводим 
„первый промежуток времени“, „следующий или второй одинаковый про- 
межуток времени“, ит. д. 

23 Мы имеем здесь любопытное высказывание Гюйгенса по энерге- 
тическому вопросу. См. статью „Работы Гюйгенса по механике“, в на- 
стоящем издании. 

2+ Галилей в своем методе геометрического расчета интеграла вполне 
законно пренебрегает величинами второго порядка малости. 

25 Букв 5 и Т нет в оригинале, и они заменяются словами. 

26 В данном случае Гюйгенс не прав. Доказательство Галилея без-’ 
упречно. 

27 Нами пропущено приводимое Гюйгенсом определение термина 
„элевация“ наклонной плоскости. 

28 Джон Уоллис (Валлис, 1616—1703) издал в 1659 г. в Окефорде 
труд под названием: „Тгас{аия$ Чо, Рог 4е сус|!о14е е& согронБиз$ ше 
сепЦ 15. Ро$емот, Ер!$0]а11з, п дача абйиг Че сус]о14е е{ согрот! из ш4е 
оеп! 15 е{с.“. К первой части были приложены исследования Христофора 
Рена (Врена, 1632—1723) „Ое гесфа фапоепе её...“ (стр. 531—541) 
Рен дает то же построение касательной, что и Гюйгенс (стр. 533). 

29 Такие кривые называются рулеттами. Гюйгенс рассматривает 
только рулетты, имеющие основанием прямую линию. 

30 Гюйгенс развивает здесь идею, изложенную Декартом в письме 
к Мерсенну, и указанную ван Схоутеном в его „Комментариях к геометрии". 
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31 Эти кривые для случая круга, катящегося по прямой, носят назва- 
ние „трохоид“ или также удлиненных, или соответственно, укороченных 
циклоид. 

32 Гюйгенс пишет: „Гри величины, АВ, АО, АЕ, пропорциональны 
между собой“. 

33 Галилей, „[)15е0ог51 е{с.“, 3-Й день. 

34 Гекшер и Еттинген дают следующее, значительно более простое 
доказательство предложения ХХПУ. Делим ГС на п равных частей и 
проводим через каждое деление горизонтальную линию. Таким образом, 
7271 разделится на п равных частей. Для каждой части будет справедливо 
утверждение предыдущего параграфа. 


ТТ __ 5Т 
= ОВ’ 


Знаменатель левого отношения т), — время пробега одного участка 
на В! с постоянной скоростью 95 — есть величина постоянная. Знаме- 
натель правого отношения — один из отрезков ЕС — также величина 
постоянная. Делим наше равенство на п. Тогда знаменатель левого от- 
ношения пт = и правого отношения пОА = РОС. Мы получаем п ра- 
‚венств, в каждом из которых знаменатель левого отношения [5 и зна- 
менатель правого отношения ГО. Сложим все эти равенства, тогда в 
числителе левого отношения будет сумма всех времен 11, в течение ко- 
торых пробегаются отдельные касательные к циклоиде, каждая с той 
скоростью, которую приобретает тело, падая от В по циклоиде до точки 
касания соответственной касательной. Справа в числителе стоит сумма 
всех малых касательных к кругу между Ги Н. Если теперь дать п расти 
до 50, то мы можем вместо суммы малых касательных взять длину дуги, 
а сумма т составит время падения В вдоль дуги циклоиды ВЕ. Так мы 
приходим к пропорции 


[а __-АН 


ь ЕС’ 
что и требовалось доказать. 

Гекшер и Ёттинген замечают, что Гюйгенсу это доказательство пред- 
ставилось бы недостаточно строгим, так как ему переходы к пределам 
были не так привычны, как нам. Поэтому он строит свое громоздкое и 
косвенное, правда, вместе с тем и безупречное доказательство. ! 

35 Галилей, „О15сог$!...“, 3-й день. 

36 Под колебанием Гюйгенс понимает переход тела из положения В 
в соответствующую точку с противоположной стороны. Поэтому период 
колебания у Гюйгенса соответствует полупериоду, по теперешним опр-- 
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делениям. Его пропорция в современном виде и считая период по его 
счету выглядит так: 


11/ 2° — 
8 


к. 


Здесь а — длина оси циклоиды. 

37 Гюйгенс вместо слова „эвольвента“ вводит термин „описанная при 
развертке“ — „Чезси1р4а ех еуо|\ае“. 

38 Из неравенства / МКВ < / СЕЕ следует неравенство с&е МКВ >> 
> ею СЕР. 

39 См. примеч. 28. 

% Предложение задач на премию в июне 1658 г. (Оеугез 4е Разса]. 
Раз, 1872, Ш, 322). 

31 Подробнее об этих спорах см. у Кантора. * 

42 Гюйгенс употребляет термин „параболоида“ вместо полукубиче- 
ская парабола. 

43 Поднормаль параболы равна полупараметру. 

44 Для полукубической параболы у3=9х? уравнение касательной 
имеет вид 


29х1 
У = 5 (х— ху, 
З91 


где х1у1 — координаты точки касания. Для точки пересечения касатель- 


ной с осью ординат х==0, а у определяется из 
р) 
29х1 
у = — 5) 
Зу! 


так как точка В лежит на полукубической параболе, то 


2 3 
ах = Э1. 
2у1 2 1 
Отсюда у==у1 — —5 =! — 391 = 391. Для фиг. 46 это означает 
ЗУ} 
1 


45 Подкасательная параболы делится пополам в вершине параболы. 
46 Из прямоугольного треугольника СЕН имеем ЕК?==НК .- КС, 
делим на КС?; это дает 
ЕК? _ НК 
КС? КС` 


* Сапког. СезсЫсМе Ч4ег Мафештайк. Ва. П, 1900, $5. 907—910, 


21 Х. Гюйгенс 
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47 На фиг. 46 предыдущего предложения: 
АВ -- АЕ= ВСЕ, 


отсюда 


< АВ=Ва- СЕ— АЕ; 
треугольник КСРЁ той же фигуры совпадает с АДЁЁ (фиг. 471), ибо, как 


показано в предложении УШ, КС= АЕ, а углы имеют парал- 


лельные стороны и, следовательно, равны. Отсюда следует, что СЁ 
предыдущей фигуры равно ЕР последней фигуры и, таким образом, 


АВ = ВС ЕЕ АЕ. 


48 Оезсаез$, Сеотета, рр. 517—520. Неигаеф ер15!о]а Че 1гап&ти- 
фаНопе сигуагит ш гесаз. 

49 Позиция Гюйгенса в этой полемике неоднократно подвергалась 
критике. Подробнее см. у Кантора." Есть сведения, что Гюйгенс позднее 
взял назад свое отрицательное мнение о работах Нейля. ** 

50 ГегтаНиаз. Ое Плеагит сигуагит сит сигу!$ тес{1$ сотрагаНопе (1660). 

51 Ср. ниже последнюю задачу предложения 1[Х. 

52 Ср. ниже первую задачу. Здесь, как и далее Гюйгенс под пара- 
болоидом, эллипсоидом, гиперболоидом понимает только поверхности, 
полученные вращением параболы, эллипса или гиперболы. 

53 Построение правильно. Пусть р —полупараметр параболы, имеем. 
2 = 2ра. 


Далее 
ДЕ —=2а, 
АЕ = 62+ 4а? == — Ур? 62, 
2 АЕ 
из пр == следует: 
@р  _ Ар . 
АС Ср’ АЕ-+ АР? 
_ 422 _р(Ур?-н 62 —р) 
бР=дЕкав- р 
2/52 -4- 2-40? Мо? + р? — 03 
Н— АЕЖСР— 8 Ур? -+- 62 -+-р? Ур? -+ 62 —р 


бр ) 


* Ук. соч., т. П, 1900, стр. 905 и т. Ш, 1900, стр. 138 и 141. 
** Оеугез сошр!ёез 4е СЬизНаап Нчусеп$, +. ХУШ, 1934, рр. 
210—211, примеч. 1. 
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д ны Рим. 
р 


С другой стороны, кривая поверхность тела, возникшего путем вращения 
параболы вокруг оси х, равна 


бк | 945. 


В нашем случае 


| —____- 
2 2 2 2—3 
5—7" [ уурчутау = 75 АЕ УР ОР = 2) ЕЕ Р^ — пл, 
0 


т, е, равна площади круга радиуса Х. 


5+ Пусть ДАЕ=п : АР, тогда и АС ==пСО. Если СР == и, то АС = пи 


т _ 2+1 
АР? З®%п%| ’ 


пх? 
т. е. если п — рационально, то и отношение л АБ? рационально. 


55 И это построение правильно. Пусть 


АС =а СР=ьЬ, СЕ==е.. 


Для определения длины дуги ВНА определяем радиус ВС ==г и централь-. 


ный угол Ф =2Д ВСС 
ВС _ВС — 4. 
БЕ СЕ’ "Г е' 
Ф=2/ ВСС=2И СРЕ==2 атс эт >, 


2 
а . е 
— АНВ =2 — атс чт —, 
е а 


2 
в {2 7-е а (^) +25}. 
е а 
Напишем уравнение эллипса в форме 


Гх = а со5ф, у=ёзтЬ 
тогда 


45 = Уа? — е? соб? Е а, 


21* 


324 Примечания 


Половииа поверхности эллипсоида равна 


п 
° 


1 Уа? — е? соз? ф зт фаФ. 


55=2” | 94$ = 21 


0 


Окончательно для всей поверхности эллипсоида получаем 
2 
а . @ 
26 [5 -+- — атс эт , 
е а 
т. е. площадь круга с радиусом, данным Гюйгенсом. 


56 Можно показать, что $— длина дуги АСВ равна 


2 а-не 
$=а- -—- Ш. 
е 


Ь 


Отсюда 
а-е \ 


2 
Н? = 2а . = 2а{а+ шШ—_—. 
е ь | 
Для эллипса вычисляем (как в предыдущем примечании) 
2 а-не 
5 = 2па [а  —№ че , 
е 


т.е. круг с построенным Гюйгенсом радиусом Н. 


57 Под гиперболоидом Гюйгенс понимает одну половину двуполого 


гиперболоида вращения. 
58 Пусть аи ф будут главная и побочная оси данной 
е— ее линейный эксцентриситет, и пусть РВ =Х. Тогда 
62 р2 
—=2—; АН =-—-. 
а 


а 


Из 
НЕ _ АЕ: 
АЕ КЕ? 
следует 
62 
а-н — о 
— а“ 
а ЕК? 
и далее 
ЕК ==“. 


гиперболы, 


АС = 2р = 
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325 
Если а’и б’— главная и побочная оси гиперболы КЕМ, р’— ее 
полупараметр, то 
а? 
а’ = ЕК = , 
е 
а:а' =р’:р, 
‚_ ар _ 63е 
а’ а? 
2 2 
а? 62е 
2 — а’ р’ = ‚=? 
р е а? ' 
Ь’ =. 


её ? 
отсюда 
. 4 
АЕБМВ = 5% Г/г-= 4х, 
[А 
по Гюйгенсу, 
А АЁМВ 
Е: 
2 
т. е. 
р 4 
ре о а 
5 == | у» — -5 4х. 
а 
В данной гиперболе 
и = К Ух? — а?, 
2 ур — 7 
ГЕИ 
а\Ух? — а? 
Следовательно, 
я х а 
Бе а 
© =2п И Е 4х 


в полном согласии с конструкцией Гюйгенса. 
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59 Довольно длинный и громоздкий расчет подтверждает утвержде- 
ние Гюйгенса. 

60 Расчет показывает, что для длины дуги АВи прямой /® получается 
одно и то же выра: зние 


—_—_ р 2 
в=ЗАВ=- УУ? -+- р? +5 (+), 


р 


где 7= АК, р — полупараметр параболы. Итак, длина дуги АВ равна 
длине /Ю. 

61 Метод Гюйгенса применим и к неравнобоким гиперболам, ассимп- 
тоты которых образуют косой угол между собой. Если выбрать ассимп- 
тоты за оси координат, то уравнение гиперболы будет 


где е — линейный эксцентриситет. 
Если угол между ассимптотами & и хо, 90 — координаты точки ДО, 
х1, 91 — координаты точки В, то площадь ДЕУВАД равна" 


и 71 
24 2 
е? 4х е? . х 
Р = | у та 4х = $т о | = этиш 1, 
4х 4 ^0 
х — 0 5 
Площадь параллелограма 5СЁЕД равна: 
е’2 
Е’ = хо уд эт 9 == т $1п 9. 
Отсюда 
х 
ЕР = ЕР т >. 
хо 


Для получения натурального логарифма Гюйгенс умножает бриггов 
логарифм на величину, обратную модулю М бригговых логарифмов 


т.е. он прибавляет к 1 [1 м: бриггов логарифм и =0.3622156787 
0 


= (| 


и получает 
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62 Как известно, уравнения эволют эллипса или гиперболы имеют 
2 2 
(= 3+ фу \ 3 —1. 
е? е2 


Это — уравнение шестой степени относительно бич. 
63 У равносторонней гиперболы 5 =а; е?=2а?. Следовательно, 


вид 


2 2 
Е\3 [5 \3 
уравнение (=) — (=) — ] превращается в 
2 2 2 
Е8 — 13 = (2а)?. 


Это выражение легко преобразуется: в 


[22 — м5 — (2а)?]3 = 2762 ч? (2а)?. 


64 Если в уравнение эволюты эллипса 


о? 
аё \ и \3 _ 
(5 -+(а} = 

е2 


подставить 8 ==0, то получается ОМ =1 ==. 


Отсюда 


М ь 4 
Ь Ь ° 


65 По мере приближения точки В к точке С точка ГР уходит в беско- 


нечность, точки С и К сближаются все более и более, и дробь р 


ВН _ СЕ АБ 
стремится к пределу 1. Ввиду этого из уравнения <н=`РЕ``РЕ 


определяющего положение точки Н на линии ВС, при совпадении В и Ё 


получается уравнение 


М _ Ар. 
РМ БЕ 
Отсюда следует 
ЁМ __ Ар 
ГмМ-рм  АБ- РЕ’ 
ЬМ _ АБ 
Гр АЕ’ 
АР.) а-Ёф-а _ @? 
ГМ = Е в ЯЪ’ 
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т. е. из построения кривой получается для [М то же значение, что 
и из уравнения эволюты (см. примеч. 64). 

66 Гюйгенс исходит из того, что эволюта кривой есть геометрическое 
место пересечений соседних иормалей. Безупречным, основанным на 
понятии предела, образом, он выводит соотношение ВС : СМ =ВО: ММ, 
которое определяет положение точки С на нормали ВМ. 

В современной форме пропорция выглядела бы так: 


ВО — ВР-- РО= ВР-+ р = ВР [1+ (35 вв) |= «1+ (5% ’) |, 


во= [1+ (59° 9. | 4%, 


ММ= КЁ + ГМ — КМ =Ах+ Аба, 


где 5п — поднормаль; 


у 
Зи = ‘4х ? 
ау ау 
Ап — Ау 7. НУА 1, 


у \? 42 у 
пред. ММ = ах (=) 4х ну 75 ах. 


Поэтому наша пропорция принимает вид 


1 (3+) 
ВС а 
МС ау \? 42 у 
1 (==) У 4х 
ау 
вс  _ в6 _\"* (=) 
ВС — МС ВМ — 42 у 
У ах? 


Здесь знак надо выбирать так, чтобы ВС > 0. Это есть выражение для 
радиуса круга кривизны, центр которого ведь и находится в С. 
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67 Уравнения циклоиды суть 

х==а (Е — эт Ё); 

у= а (1 — со$ В. 


Отсюда легко выводится 


2 
1 (=) — 1 , 
х 022 
510? -7 
у _ 1 
У а — 252 
в 
Следовательно, 
1 
ау \? 2 2 
ВС 1:16) 1 (=) 5" _ 
=. = пред. т = = =. 
МС ММ (2 ) 4? у 1 1 
т [99 
Ах 4х оЁ я 512 Ё 
5112 5 311? 5 


68 Пусть Зп — поднормаль, 54 — подкасательная, тогда 
МН = $п -+ 54; ЁСН=5 КЁ =Ах; МХ =Ах-+ А бп. 


Итак, имеем 


— 
Чариииииоииииииииииииничьнкеа о 


ММ 54 Ах А бп 


69 Точка О или С находится из пропорции 
ВМ : МС =р:2КА. 


10 См. предложение УШ. 
711 Здесь берутся абсолютные значения разностей, не обращая вни- 
мания на знак. 


72 Как показано в примеч. 68, Гюйгенс приводит отношение ММ 


би -+ 5+ Ах 

У Ах А бп 
на две части ХУ = Ах и ХГ=Аб5п. 

73 Если Ёи т — бегущие координаты этой кривой, а х и у — коорди-- 
наты данной кривой, то мы имеем 


к виду ; теперь Гюйгенс делит отрезок Ах + А 5п 


в = х, 
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1% Для эллипса и гиперболы 
х2 2 


ат а = 
х ах У4у | 
а? 2 ’ 
ть в, 
4х а’ 
р? 
Я —-н ых 
а 


Это уравнение прямой, проходящей через начало координат. Для пара- 


болы 


у? = 2рх, 
ау _ 
у Чх р 


Это уравнение представляет прямую, параллельную оси х. 
75 Резса{ез, Сеотефа, [, рр. 40. Оеугез 4е Пезса\ез, *. УП, 


рр. 413—424 (Сеотефма, П). 
76 Примем ось ЭКД за ось Х, касательную при вершине 5 за ось 7; 
тогда уравнение полукубической параболы будет: 
93 = 9х2. 
Отсюда 
4х _ 3у8 _ 33 34х2 _ Зх 


4 29х 299  29х9 2%. 


Следовательно, подкасательная НК равна 


Ах Зх 
НКУ, = 
и Так как х есть ®К, 
то 
Н5=НК—5К=Е К. 


77 Автор в своем экземпляре написал на полях „При этом делается 
предположение [М> КМ. Лучше было бы доказать его предварительно, 
несмотря на то, что оно верно“. Доказательство не трудно. Пусть 
абсписса 5 ==х, ордината КВ==у, параметр параболы ==9. Из 


эН = >5К следует: 
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В прямоугольном треугольнике НВМ имеем 


НК : КВ =КВ: КМ, 


3 х:у-=у: КМ, 


2 
22 
КМЗ; , 
454 4ду+ 4 
КМ? — у 9у — ду 


Поэтому КМ растет, когда растет у = ВК. Мы имеем 
ЕЕ ВК, 


следовательно, и 


СМ > КМ, 


что и требовалось доказать. 
78 Напишем уравнение кубической параболы ИТБ: 


2 —_—__- 

— “9/2 
9= {92 х, 
21у3 = 842 х, 


81924у = 892 ах, 
4х _ 8192 _ Зх_ 


ау 892 \ 


Следовательно, подкасательная УК = у а Зх. Так как 5К=х, 
то 
75 —=2х=—=25К. 


793 Это будет уравнение четвертой степени. 

80 Кубическая парабола вообще не имеет настоящей оси симмет- 
рии. Прямая ©Й так же мало имеет право на название оси, как и пря- 
мая ЭМ. 

81 Если х и у— бегущие координаты кубической параболы 5АВЕ, 
6 ии— бегущие координаты эволюты [ЮО, то имеют место равенства 


Е 15% 9% „(9—9 у 
Ь9?у ’ 294 °’ 


которые выражают & и" как функции у. С помощью этих уравнений 
находим 


41 __ 32. Фу __ 36. 
а 94?’ 42 45% — 9% 
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4— 
2у45 2 
Для бР=х=- 9 имеем у = = я = 9; 
у453 У45 5и45 
41 __ 1. 44 _ 
4 — \5’ 4 
В точке А кривая имеет особую точку — „точку поворота“. По опреде- 


лению эволюты у Гюйгенса все равно, будем ли мы рассматривать каса- 


тельную АР как часть эволюты или нет. Так как мы в настоящее время 
рассматриваем эволюту как геометрическое место центров кривизны, 


то мы не можем присоединять АЮ к кривой. 


52 Гюйгенс в предложении Х|! вывел пропорцию для определения 
точки Р 


ВВ _ ВО. 
РМ ММ 
В современном виде пропорция имеет вид (см. примеч. 66): 
2 
вр __ 1*(4} _ 
РИ, [+8 
Отсюда легко выводится 


ВР _ 1 (9 
РМ — _ _ у 


Пусть уравнение параболы имеет вид 


п инт т 
у -—9 Хх, 


тогда 
пу 1 Ау — тат хт—1 х, 
4у _ту 
ах пх’ 
ау 
Хх — 
у _ т ах У’ т(т—юи _  т(п—т 
4х? п х2 —_ п? х2 —_ п? х2 
Следовательно, 
вр (п? х? + т? у2) пё х2 п, п? х? 
— о — —ы=———‹. —— » 
ВМ п? у.т(п—т)у пт т(п—т) 9 


2 2 
ВБ = ——^ ВМ т ВМ. 


л—т т (пт) у2 
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Мы имеем также соотношение 


Вставляем это в выражение для В/Г) 


Вр= —^ ВМ-+ —^ ВА, 


п—т пт 


что и требовалось доказать. 
83 В предложении Х 


[22 — 9? — (а?) == 2722 2 (2а)?. 


5% Вывод протекает так же, как для парабол (см. примеч 


Опять 
у \* 
вр _ 1 (2%) 
ВМ — __ 41 У 
ах? 


Если уравнение гиперболы имеет вид 


хт уп — ат т, 
то 


тх"—1 уп ах - пхп у 1Т4у =0, 


4у _ _ ту 
Ах пх’ 
54. 
у __т 4х у т (т + п)у 
4х? = 2 — па 2 
Вр пло ту? _ т п? х? 
ВМ  т(т+о тп о т(т- у’ 
т п? х 
ВР =— - > ВМ; 
т т т (т-нпт)у 


ВВ. 5А х х ах 


. 82). 
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< 


следовательно, 


Вставляем в выражение для ВМ 


т п 
ВРр=————ВМ-+--— 28. 
тп т--п 
Отрицательный знак у ВМ показывает, что ВМ имеет на этот раз 


обратное направление, как В и ВО. Если мы напишем МВ=— ВМ, 
то мы получим 


Вр = —— МВ -+ ЕВ. 
тп тт 
85 Ах 
> Подкасательная ЫК = у ——. 
ау 
4 
Для парабол т => (примеч. 82). 
у ту 
Для гипербол Че = п» (примеч. 84). 
Отсюда 
НК = -— у вх. — == ПХ, 
ту т 
КЦ о ШЩьт. 
НК т т 
= —х 
т 


Знак определяет направление отрезка НК. 

86 Критико-историческое исследование учения о центре качания 
написал Цвергер.* 

87 Это произошло в 1646 г., когда Гюйгенсу не было еще 17 лет. 

88 „Через подобные дуги“, т. е. при равных амплитудах, тогда цен- 
тральные углы равны, а следовательно, дуги подобны, независимо от 
радиуса, т. е. длины маятника. 

89 По современной терминологии, это ось фигуры. 

30 По современной терминологии, колебания в этом случае совер- 
шаются перпендикулярно плоскости фигуры или линии. 

91 По современной терминологии, в этом случае фигура или линия 
колеблется в своей плоскости, 


* \/. /мегоег. Пег ЗеймутеипотИе]рапК* хизаттепоезе{7 {ег Реп- 


4е!. МиапсЬеп, 1889. 
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92 Эта гипотеза составляет основу всего учения Гюйгенса о центре- 
качания. В свое время она вызвала резкие возражения, в особенности 
со стороны Кателана. Теперь мы в ней видим особый случай закоиа 
сохранения энергии. Подробное изложение полемики см. стр. 311 и 
след. настоящего издания. 

33 В этом случае 


или 
Ух=пт Хо, 


где п число тел, х — длина одного из перпендикуляров, Ху — соответ- 
ствует С@Н. 

394 Это предложение содержит общее решение задачи нахождения 
центра качаний сложного физического маятника. 

Пусть т — масса каждой части, г — расстояние ее от оси колебаний, 
`о—расстояние центра тяжести маятника от той же точки, тогда, согласно. 
этому предложению, 


1 У тг2 
=. 
О = 
Так как 
„Ут Х», 
то 
7— У тга 
У тг 


95 Здесь, по правильному замечанию Гекшера, совсем не приме- 
няется предложение [. По поставленному условию получаетея (а-+р + с) а, 
а это произведение, конечно, равно а] -+ Ба + с4. Применение предло-- 
жения [ дало бы для (а с) сумму ас + 5} сд. 

96 Если имеется п равных частей, то из формулы 


получается 


37 В этом случае 
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пто —= Уг, 
л 5) 
У72 Ум 


пт Ук ° 


[ = 


58 Как уже указано, предложение У представляет общее решение 
задачи определения центра качания маятника. Применение этого реше- 
ния к частным случаям было, правда, в то время еще трудным, так как 
для сложных тел нахождение центра качаний требует интегрирования. 
А интегральное исчисление в то время еще только развивалось. Гюй- 
генс вводит указанный в определении клин, чтобы производить свое- 
образное интегрирование. Он всегда предполагает, что угол между двумя, 
составляющими клин, плоскостями равен 45°, хотя явно говорит об этом 
только в предложеиии УП. 

Если мы плоскость фигуры примем за плоскость ХУ, а касательную 
за ось х, то для каждой точки другой плоскости 


# = 5. 
Следовательно, объем клина 


И= ГАР: == /уаЕ. 


99 Если сохранить обозначения предыдущего замечания, то субцен- 
трика клина есть „координата“ у его центра тяжести; назовем ее уу, 


имеем 


_ Гэау _ | з?аЕ 
И  [ьаЕ' 


Субцентрика сохраняет свое значение, если обе плоскости, образующие 
клин, составляют между собой не угол 45°, а какой-либо другой угол 
их, тогда только в числителе и знаменателе прибавляется множитель 


То, так как 
д=—9100; АУ = уаЕ 4 и, 


Легко заметить сходство этого выражения с тем, которое мы имели для 
[, длины простого маятника, изохронного со сложным. 


Там мы имели 
У тг? 
/ — х 
У тг 
Для сложного однородного тела надо вместо т писать АТ. Суммы пре- 


образуются в интегралы, и мы имеем 


| ау 
(‚ау 
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уаЕ | эаЕ 
90 — Г ЧЕ Е 
Объем клина И 
И = | уаЕ, 
следовательно, 
= Ру 


Доказательство Гюйгенса в современном изложении выглядело бы так. 
Если АЕ — часть фигуры, у — ее расстояние от прямой СВ, то 


[ эаЕ == уь | аР = Ру, 


тде уу = КА — расстояние центра тяжести фигуры от прямой СЁ. Имеем 


уаЁ = 24Ё, 
так как 2 =. 
Очевидно, 
| га = у; 
следовательно, 
У = Руб. 


101 Эта теорема гласит: сумма указанных квадратов, разделенная на 
число частей, равна произведению из расстояния центра тяжести фигуры 
от прямой на субцентрику клина. Число частей изображается дробью 


АЕ‘ 
Левая часть равенства есть 
п Хе АР _ | узаЕ 
ред. а и. 


Правая часть в наших старых обозначениях равна у0у\. Итак, 


теорема гласит: 


| ур. 


Подставляя значения уд и у1, выше данные, получаем тождество 


| 72 аЕ [ эаЕ Гу? аЕ 


— о ——_—ц_—_-о 


22 Х. Гюйгенс 
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Доказательство Гюйгенса проводится следующим образом: 


АТ = 2аАЁ = уаЁ; 


у4Г = у?аЁ; 

| уа И = у?аЕ. 
По предложению | 

| эау= У1 И, 


следовательно, 
Гуа = [1 И 


Так как по предыдущему предложению И = Руд, то 
| эзаР = Еуозл. 


192 Пусть у’ расстояние части ДЁ от данной прямой. Надо опре- 
делить фигуру по равенству 


Е ``, 
Гдр= № 9%, 


где / — площадь определяемой фигуры. В пределе 


р [ 2аЕ 
==. 
Пусть у — расстояние от частицы до касательной к данной фигуре, 


параллельной данной прямой, и а — расстояние от прямой до касатель- 
ной, то 


'=у а, 
[у?аЕ _ 2а | уаЕ [аЕ 
— — 2- 
/ ЕЕ т“. 
Но по предложению УШ 
Г»? аЕ 
Е = 9091 
и 
уаЕ 
90 —- Е ® 
Следовательно, 


2 ыы З —_ 
[= 041 —= 2ауб -+ а? == уу: — у, + уу 2ауо "а? = 


о 
= 90 (У1 — 90) -+ (50 —= а)? = у (у1 — у0) + ус 
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ИЛИ 


[= АС. СН -- ЕС?*. 


103 Нам известны 4С и СН для одной касательной и АС для вто- 
рой касательной, следовательно, легко определить. СН для второге 
случая. 


104 Для половины фигуры имеем по предложению УШ 


= 


Е 9091 — ИС ы ХС. 


Для всей фигуры по предложению Х 


рю. 
а ас. на 
- Е 
| у?аЕ 
Но величина о имеет в обоих случаях то же значение, так 


как во втором случае как чвслитель, так и знаменатель в два раза 
больше, чем в первом. Следовательно, 


УЦ. ХС = АС - НОС. 


105 Пусть лу, 91; ло, У; ...} хь Ч, — координаты п данных точек; 


хо, 90 — коордннаты их центра тяжести; с, И — координаты точки Л, 
’— радиус круга. Тогда 


Е... Е. К 


п ) — п ) 


хп — 


„© 


(5 — хо)? = (и — 0)? =) 


хо 


требуется показать, что сумма 
(Е — х1)® + (1— 91) - (& — хо)? + (п— у) +... -+ (Е — х»)? + (И — у) 


не зависит от выбора точки Г. 


Имеем 
(= — х1)? — (& — хо)? =... 3 (Е — ха) — 
— пё2 — 9 (х1 на... Хх) —- х —- хоч- ... х, — 
= п? — 2 пхо - хр х5 + ... ох, = 


& 
ыы 


== п ($ — хо)? — пх) + (хе -- хо ...-Н х„). 


Точно так же 


(и — и1)2 + (1— у5)2-.. (+ (1— у,)? = 


2 


. 2 2 2 
= п (и — у)? — пут у5+... Ну). 


22: 
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Следовательно, сумма 
= = . \5 . . 
Е де (и иде у... 
— пр у? 2,2 2, 2 ь 2 
— п”? — п (хо У0) ху хучу... Ну»). 
Как видно, сумма не зависит от 6 и 1. 
106 Гюйгенс стремится определить для телесного маятника Х7?, где 


7 — расстояние малой части тела от оси качаний, или же он ищет фи- 
гуру, площадь которой [ удовлетворяет равенству 


М о 
[= ди — г-, 
где дру число частиц. 
В пределе 
р {= аЙ 
— и. 


Интеграл | ау образует числитель в выражении для длины изохрон- 


ного простого маятника. 
Доказательство Гюйгенса, в современной форме, следующее. 
Пусть ось колебаний есть ось 2. Отвесная линия ЕС есть ось у. 
Горизонтальная линия ЁС ось х. Тогда для каждой малой части 
72 — хё-+ у?. Таким образом, 


[тауи= | хау-н | у?аи; 


чтобы вычислить Г у?ау, представим себе построенной плоскую фигуру 


такую, чтобы для каждой части площадь фигуры 


АТ = ааР, 


где а— постоянная, и притом так, чтобы у =’ для каждой малой части 
площади, т. е. чтобы расстояние элемента площади от прямой ЕС было 
бы то же, что для соответственного элемента объема. Тогда 


[у?ау=а | у?аЕ, 
а следовательно, по предложению [Х, 
/ Й 
[у?аР == аЕ у (уз — у0) + у} = И уо(и1-ч0)-НУ0# . 


Аналогично можно вычислить 


| х4у = И {хо (х1 — хо) + хо 
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и получить 


Г?ау о м 
= у = 90 (у1 — 90) + 90 -+ хо (1 — хо) + ху. 


Построение Гюйгенса сводится к тому, что ои строит фигуры, 
площадь которых пропорциональна объему и, таким образом, сводит 
интегрирование по объему к уже известному интегрированию плоской 


фигуры. 
107 Утверждается, что 


ВС. СК. РФ _ | Фаи 
ДР и 
108 По правилу Гюльдена или Гульдина (1577—1643). У Гюйгенса в 
правой части равенства берется не отношение произведений, а про- 
изведение отношений, что, конечно, не меняет дела. 
109 По предложению Х] имеем для круга 
АС. СН==ХС - СИ. 
Здесь АС =к; СН = 5 — к, где $ — субцентрика круга; ХС — субцентрика 
клина, построенного на полукруге с использованием диаметра круга; 
СУ — расстояние центра тяжести полукруга от центра круга. Таким 
образом, 


где оба интеграла простираются на полуокружность. 
Таким образом, 
уаЕ 


но 
к 


| 92 аЁ = утку ни | 502 #052 4 == 5.74. 


0 
Следовательно, 


саг в” 
жс.су= 1" _ 8 —” 


Поэтому и 


^ 


}- 


АС. 6Н = 8-й =; 
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10 У Гюйгенса „любая величина“ (таоп {ие диаеу!5). 


111 Таким образом, объемная задача сводится к плоской. См. даль- 
нейший вывод. 


112 Пусть объем маятника И, объем частицы АЙ, число частиц ду’ 


г — расстояние от частицы до оси вращения, ] — площадь фигуры. 
Имеем 


| п. 
11у= У, 7-. 


Пусть го — расстояние от центра тяжести до оси колебаний. Тогда, по 
нашей теореме, длина изохронного простого маятника равна 


ог [аи 


70 70 р 


Это соответствует основной формуле 


113 Гюйгенс вместо слова „маятник“ употребляет слово „величина“ 
(пасп{и4о) или „подвешенная величина“ (зизрепза таоп Мио). 

114 Сохраним прежние обозначения. Пусть 7’ — расстояние ча‹тицы 
от проложенной через центр тяжести параллели к оси колебаний. Тогда, 
согласно теореме, 


, Г ау Г 
=; =, 
т. е. 
Гиза 
оу. 


Примем, как в предложении ХГУ, ось колебаний за ось 2. Отвесная 
линия ЕС — ось у, прямая 5ЁР — ось х. Тогда 
72 — д -н 9°. 


Так же как в предложении ХГУ, Гюйгенс конструирует плоскую фигуру, 
так что ЧУ=ааЁР, где а — константы. При этом построение делается 
так, чтобы каждая часть поверхнссти имела бы то же у, что и частица 
маятника. Тогда по предложению [Х 


Гу?аЕ 
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Левая сторона равенства, помножениная на а, в числителе и знаменателе 
дает 
Гу?ау 
и 


Для длины маятника / имеем 


[Рау |юау |узау | жау от.тн-+5Т? 
$— = Щоб ФФ я ———_—______ 


1 — И И ой И 70 


Но 5Т=^у, отсюда 


[ — о = —-— — 
ой Го 
и по предложению Х 
|у2аЕ 
ОТ. ТН= = Й (*) 
где у’ — расстояние от частицы до параллели к прямой ЭР, проведен- 
ной через центр тяжести, 
у =У—т. (+) 


Но, помножив числитель и знаменатель на а, имеем 


Вставив все это, имеем 


_] х2 АИ | (9 — паи | "2 АГ 
[— т = И ы И —_ и | 


115 Определение оси фигуры (Йпеа сет!) дано в начале четвертой 
части „Маятниковых часов“ (см. определение У). Существование оси 
вовсе не предполагает существования симметрии фигуры, как ошибочно 
решили комментаторы немецкого перевода „Маятниковых часов“. 

116 Оси колебаний предполагаются параллельными. 

По предыдущей теореме имеем 

"2 АИ 
[ — го —= - И 
у И 


следовательно, 
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Правая сторона равенства независима от положения оси вращения, 
она зависит только от направления оси. Пусть для другой оси, парал- 
лельной первой, длина изохронного простого маятника А и расстояние 
от центра тяжести до оси колебаний равно 2, тогда 


(^ — 20) 20 == (7 — о) ко 


— 0 2 
^—№ то 


117 И здесь надо предположить, что сохраняется плоскость колеба- 
ний. На этой теореме основан оборотный маятник, употребляемый и 
в настоящее время для точных измерений. 

18 По предложению ХУШ имеем 


| "зай 
р — 70 — ПУ . 
Здесь это принимает вид 
[и аЕ 
[— "о = Е -, 


где г’-— расстояние чаетицы от параллели к оси качаний, проведенной 
через центр тяжести. Для этого случая по теореме Х 


[9?аЕ 
—= = АР . АН=у (9, — 90). 
Таким образом, 
1 -= АВ АН 0: — 0) 
0 КА го | 


119 Если ОДО есть ось колебаний, то го == уд, следовательно, 


— = 9: — 1, 
р — Ут, 
что и требовалось доказать. 


120 Предшественниками Гюйгенса в этом отношении были Мунье и 


в некоторой степени Фабри.* 
121 См. примеч. 109. 


“ Тгасфа#а$ рВуз1еиз 4е тофи |оса| еёс. Ацефоге Реёго Моизпего, сипеа 
ехсегр4а ех ргавесНопфи$ К. Р. Нопогай Гагу, босеаНз [ези (1646). 
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122 Если у прямоугольника стороны аиф и если одна сторона 6 


есть ось колебаний, то длина изохронного простого 
длина субцентрики соответствующего клина равна 


( 


- 5 руб ау 
__| 9аЕ _ Ы 


/ 
у0/' 


2 
3“ 


а 
— @Б 


2 


123 Если вершина обращена вверх, то в формуле 


значения букв следующие: 


2 1 
У0=- 1; Е = 81, 


где р — высота, $ — основание треугольника, 
АЕ = > уау, 


отсюда 
| й 

—__&:3.:2 

—_й. 2Рой 
0 


3 
узау —4 р. 


-Если вершина обрашена вниз, 
1 
аР = в (й— у) ау; = 


Следовательно, 


маятника 


124 По предложению ХУШ имеем для случая плоской фигуры 


| "24 


[— 7 = — РЁ‘ 


или 


Здесь 7?=х? + у", где г — расстояние частицы от центра тяжести; 
х’— расстояние той же частицы от вертикали, проложенной через центр 
тяжести; у’— расстояние той же частицы от горизонтали, проложенной 


через центр тяжести. 
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Имеем по предложению Х: 


'2 ЦЕ 
| Е = уо (У1 — 90) = АР. АН; 
х'2 аР 


Е —4^0 (^1 — хо) — АВ . АГ.. 


Таким образом, 
_ _ [узаЕ-+ | а _ др. АН+ АВ. АЁ 


125 В „Орега уама“ вместо этого предложения приведено следующее 
рассуждение, включенное Гравезандом на основании исправления, сде- 
ланного Гюйгенсом на полях первого издания. 

Тогда нужно по предложению ХУШ вычислить сумму квадратов 
перпендикуляров, которые можно опустить от частиц на проведенную 
через центр тяжести параллель к оси колебаний, т.е. сумму квадра- 
тов расстояний частиц от центра тяжести, так как мы имеем дело 
с плоской фигурой, или же сумму квадратов расстояний от прямой ВАС 
и от прямой ДА. 

Именно, если ОА — расстояние некоторой частицы от центра тяжести 
А, ОМ и ОТ- расстояния той же частицы от ВАС и от ПА, то ро 
471 теореме Эвклида (т. [) 


ОА? — О№ -- ОТ?. 


Но сумма квадратов расстояний от прямой ВАС равна произведе- 
нию прямоугольника ОА - АН на число частей маятника; при этом 
РР — касательная, параллельная ВАС, ОН — субцентрика клина, по- 
строенного на фигуре с использованием касательной РО (по предложе- 
нию Х этой части). Так же точно сумма квадратов расстояний от пря- 
мой ОЛ равна произведению прямоугольника ВА. АГ, на число частей 
маятника, где ВО — касательная, параллельная АД, и ВЁ, — субцентрика 
клина, построенного с использованием касательной ВО. 


126 У круга 
5 
ОН — 4” 
(сравни примеч. 109), отсюда 
1 
АН — 4 г, 


1 


РА. АН+ ВА. АР м. 
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и —————к——_— дд 


Поэтому (см. примеч. 124) 
=? 
АК —=/ — Го — 2, . 


Если круг колеблется вокруг какой-либо точки на окружности, то 


70 =; [— г = 5 ; 
— 3, —3 
[= 2 7 —4 а, 
гае 4 — диаметр круга. 
1“ Для прямоугольника 
а 2 
АД = 2 , ВЯ = С 
(см. примеч. 122), отсюда 
2 а 1 
АН=за—у= а; 
так же точно 
Ь Ь 
ВА — 9 ‚ А = , 
а? 6 42 е2 
АР- АН-- ВА. АБ =-ь += = 3, 


где 4 — диагональ, е — половина диагонали. 
Если прямоугольник подвешивают за углы, то 
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Далее, здесь ВА. АЁ = ОЛ. МА (ср. предложение Х!). Нри этом 


д | х2 аЕ 
—— хоЁ ’ 


МА —4^0, 


причем интеграл распространяется на половину равнобедренного тре- 
угольника 


| х*аЕ 


ВА. АР = ОА. МА = Е? 


=" (&— ) 4х. 
о \т 


Следовательно, 


ЗА 1 1 
2агР—8`П. — — ой. — — о 
х? АЕ Е 4 $1; ВА АЁ — 54 3. 


129 Если треугольник подвешен в вершине В, то 


пи; 
1 1 1 1 
— ро — © __ р? — 92 
18 24° 12116 де 


й о 48 ‘ 


По конструкции Гюйгенса, 


РЕ? = ВЕ. ЕС; =. ЕС; ЕСс= 8. 


48; 
2 0? 4 +30? 
Сен 2 = 
А 3 * 42 124 
дк — Ч _ 4 + 387 


180 Если треугольник подвешен в середине основания, то 
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тогда 
1 1 1. . 
А 6 в р 8 
Ту р 6 ЗА › 
3 
А 5 
2 81° 


По построению 
о 


ВС—= ВЕ-+Ж Еб=Ь- -®, 


ДА 
1 й 957 
2 В = з 


49 


131 В равнобедренном прямоугольном треугольнике д —=2й, поэтому, 


когда треугольник подвешен в середине основания, 


2 ._ 4% 39? 1 
1 — 3 й— АЗ. З 1; 
[= й. 


® 2] =» 46 
132 „Прямой“ у Гюйгенса означает „симметричный относительно оси“. 


133 Пусть уравнение параболы будет 


х? = 2ру; 
тогда 
ТуаЕ 
90 = АВ = ЕР | 
х 4х = р Чу; 
Е 2х ау — 2% 4) 
Имеем 
2 = 2ра, 
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или, так как 


1 
2 — 4, 
р? 
то 
ь 
у Да? 
94 — 5 
0 
Далее Е в Отсюда находим 
426.3 _ 3 | у?аЕ 
ув — АО = 5. 45 5’ 9 =ВН=- ч0^ 
Здесь 
Г 
- { 9 3.2 
| зар= | ет Чен аа6: а — 4 аб 
0 
Отсюда 


5 4 
у1= ВН = = а; (у: — 50) = АН = два; чо (91 — 90) = АР.АН = 


И ча этот раз (см. примеч. 128) 


| 2 а 
хо (х1 — хо) = АВ. АЕ = ОА. АМ —=— =, 


12 
175 


где х — расстояние частицы от оси, РЁ — площадь половины параболи- 
ческого сегмента и где интеграл также распространяется на половину 


сегмента. Здесь элемент объема 


Е = (а— у) ах = (->) 4х; 


[1] 

: 2 
ТЕ “1. 

| х2 АЕ == 1 абз: 

0 


1 


АВ. АР 62. 


Следовательно, площадь, которую надо делить, равна 
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134 Если подвесить параболический сегмент в вершине, то 


3 


Го — 96 — ва, 


Если подвесить параболический сегмент в середине основания, то 


3 2 
о —аттамк а; 
120, 5 
175 5 6 
Ба 
4 
[= ча+р. 


135 Здесь Гюйгенс, так сказать, переходит от 


лярным координатам. 
1386 См. предложение УШ этой части. 
137 Выражение, подлежащее делению, есть 


| уаУ 
—-= 


[== 2х. 


картезианских к по- - 


338 Правильный многоугольник разбивается на равные треугольники. - 
Для одного из них, иапример для треугольника СЁД, выражение 


 э? ЧЁ 
—А =, 
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следовательно (см. примем. 123), 


ТуаЕ _ 23 1 


р. р—— ра 
84а" 
Далее (см. примеч. 128) 
| х2 4Ё 1 
—= 2-52. 
Г 24 


Таким образом, для каждого треугольника нашего многоугольника выра- 
жение, подлежащее делению на длину, будет 


р 1.2 


2 24 


Для всего многоугольника надо числитель и знаменатель помножить на 
п, и выражение получается то же (п — число сторон многоугольника). 


139 Для каждой стороны в | э? аР. у постоянно и равно Й; таким 


образом, 
2 
] 12 АГ, р 
т . 
[2 АГ. . 
Также для каждой стороны —б=5ь где 650 — расстояние центра 


тяжести половины стороны от центра стороны. 


1 
о — д $5} 


4 


Г 


51 — предельное значение субцентрики над половиной стороны, т. е. (ср. 


предложение ХХГ) 


=... 
3 2 3 
таким образом, 
| эаё 1. 
т = 12 5-. 


Отсюда для каждой стороны выражение, подлежащее делению, равно 


Гу? АГ. х2 АГ, 1 
А 58, 
Г Г, 12 
Для всего периметра надо опять помножить числитель и знаменатель 

на п (число сторон), и дробь останется без изменения. 


К мемуару „Маятниковые часы“ 353 


140 Дословный перевод гласил бы: „Использование геометрического 
места в плоскости и в пространстве (]ос1 р|ап! её о 11 ц$и$) в этой теории. 

141 По определению клина, прямая, используемая для его построения, 
должна касаться фигуры. Поэтому над длиной ОЁ вообще нельзя по- 
строить клина, используя прямую АН; если Гюйгенс все-таки говорит 
о клине, то он имеет в виду прямоугольник над ОЁ, сверху ограничен- 
ный плоскостью, проведенной через АН под углом 45° к плоскости 
рисунка. 

142 Так как в данном случае все части стержня находятся на той 
же высоте, как и центр тяжести, то просто 


зар | хзаЁ 
ею — м), 


где хо—расстояние центра тяжести от ОН, дх, — субцентрика клина, 
построенного на ОЁ с использованием прямой ОН. Этот клин — прямо- 
угольный треугольник, имеющий ОН катетом. 


хо = ОМ; х; = ОК; 
| 7? аё ОМ.МЕ ОМ. МЕ 
= ОМ. МА; [мп =-- . 
Г 70 АМ 
135 Пусть 5 — общий центр тяжести обоих треугольников, & и \ — 
расстояние какой-либо части прямоугольника от линии, проведенной 


через 5 параллельно СС или соответственно АС. Тогда для каждого 
треугольника, учитывая малость угла при В, 


| РаЕ 2 13 2 1 
= -=злх (тез) =; 
реа _ 2. 9 
Е — 1071 — 5 9 49-2. 


Для двух треугольников надо помножить на два числителя и зна: 
менателя левых сторон равенства, следовательно, правая сторона не 
изменится. Таким образом, „прямоугольник колебаний“ обоих треуголь- 
ников есть 


АЕ 


п 2+9" 
1 


1 
8: 
1 


= 


— х 
И 
—л —- 
3 29 х+ 92. 


Го —_ 18% ’ 


19 


2 


[— г = 


23 Х. Гюйгенс 
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И требуется 


Мы получаем 
2 _ 92 
3“ 18а 1х‘ 


Отсюда получается 


у? — 206 — 203 — Зах+ ав. 


144 Выше было показано, что вообще для кругового сектора 


То _ 2 
271 № 
мтп=——, 
Го 
где [— длина изохронного простого маятника; гд— расстояние от 
центра тяжести до точки подвеса; ру-— расстояние между центром 
тяжести и центром круга. При этом 


25 
0 — Зр , 


ро зависит от длины дуги, прииадлежащей круговому сектору. 

Если / не должно зависеть от этой длииы, то {[ не должно также 
зависеть от р. Назовем расстояние от точки подвеса до центра круга 2, 
тогда 


то — 2-+ 0; 
1 ] 
т ро 57" + 92 
[—2 = Во —= —— , 
2-0 2- 09 
1 
— ра — „а 
Г 7 
2 
—а-н2-н 
б9 = 


Таким образом, [ будет независимо от 0, если 


7 72 — 22 = (). 


1, 
2 


В этом случае 2=-— У2 ‚т. е. / не зависит от рф, если точка под- 


1 5 . . 
веса отстоит от центра круга иа „г У2 с однои или другои стороны. 


2 


В обоих случаях 


[= 22 = \2. 
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145 Уравнение круга имеет вид 
(х — ВЕ} -+ у = РО?. 


По построению 


4 4/1 2 4 
ЕО 2 (АЕ — ЕР =2| (5.5) — (53 -34) |= 
2 6 3 
1 ] 1 4 2 
—_ — бб и — — — и? 
=2 (45 362+ 9 46 д = 9+5 95 д ®*: 
Имеем 
4 16 
к? — 6х ах + — аб а += 
4 2 
—.— р2 — — “п 
д 9 45 да 
и 


= 206 —28—8 ах х — ха. 


146 Пусть ВС=а; АБВ -=1. Тогда и. 
ОР=Ь; УИ-а; 
ЕК =х; ОЁР=у; 
ЕЮ : РИ= Е№? : ОС? = АЕ?: АР? — ОР? : ОР?, 


а 
= 7. р? 
Хх 2 9 ? 
р2 
=2-—х. 
а 


< 
® 


Все точки Ю образуют две дуги параболы с вершиной в О и осью О 


с 


147 Имеем 
оби 
— 91 — Е 
Здесь 
4Р=2х у =“ 4у; 
й 
а { 1. 
рака | у ау — = ай; 
0 
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148 Мы имеем 


3 
ОЕ. ГО = у0 (у1 — 50) = 50 А. 


149 Нужно представить себе этот клин состоящим из ряда прямо- 
угольных треугольников, прямые углы которых идут вдоль линии, про- 
ходящей через С перпендикулярно плоскости рисунка. Так как в каждом 

2 
треугольнике субцентрика равна, З ВС, то это же будет иметь место и 


для всего клина. 
150 Имеем 


| хаЕ 
Е э 


здесь х — расстояние элемента площади от ОР. 


ФР=& = 


й 
__ __ [ ау? ау 1 
[еее [хи-у4= | уз (# — 9) 49 — др а?й. 
Та 1 
Е эй = 6 “": 
Отсюда 
3 3 
ФР = ба= 5 РИ. 
151 РИ поделено пополам в ДА. 
Имеем 
1 2. __ 2 1 _1 
ВВ— а; ВК = за; ВК = за аа; 
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Далее 
3 1 
РФ = 5 а; АРЕТ а; 
РФ _3.:4 _3 
АР 20 5` 
Следовательио, 
2 = 5, 
26а? 


152 У конуса основание — круг, поэтому, если г — радиус круга, его 


субцентрика ВК (ср. примеч. 109) равна 1+. 


Гак как 
ВО —=ь, 
то 
1 3 1 
ВК = д !; РФ =’; АР= г. 
Отсюда 


„_ ВР. РК. РФ _3 , 
— АР 20” ° 


Можно также по заключительному замечанию к предложению ХУ сразу 
написать (так как конус — тело вращения) 


1 3 3 
2=АР-РФ= ут 16” 20” . 


гэ 


153 Радиус шара равен т, тогда 
ОН =2,; ИГ=2х. 


Какая-либо точка кривой ОТН имеет расстояние от ОР=х иот 
РУ= у. 

Соответствующая точка круга АСД отстоит отоси АЁ на расстояние 
Ёиот ЕС на т. Тогда 


у —1; 
Хх _ в 
РУ СЕ 


или 
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Кривая ОТН есть, следовательно, парабола с осью ИГР и вершиной в И. 
154% В примеч. 133 мы иашли, что расстояние между вершиной пара- 


болы и центром тяжести параболического сегмента равно = а, где а— 
отрезок оси сегмента. Следовательно, тут 
3 
2 
ФР — 5 РУ. 


155 У цилиндра пропорциональная фигура есть прямоугольник с вы- 
сотой А и основанием 27. 

Субцентрика у1 клина, построенного на прямоугольнике, с исполь- 
зованием верхней стороны (см. примеч. 122) равна 


Ту?аЕ о 
Е Из" 


Таким образом, 


о 
у1аЁ 1,2, _1 2 
Тим — 90 (и—=51(5*—5) —=-5 


Так как цилиндр есть тело вращения, то и у него 


| мау 


у = АР. РФ, 


а так как пропорциональная фигура — прямоугольник, то 


| мау _1 11 
ПУ _ о" ау 


Таким образом, площадь, подлежащая делению, равна 


о 1 2 
15 д” 
или 
1. 1. 
2+ д’ 
[— 70 = . 
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Если цилиндр подвешен в середине своего основания, то 


Г. 1 1 
и, 


2 1 
156 Под параболическим коноидом Гюйгенс понимает тело, полу- 
чающееся от вращения прямого параболического сегмента. 
Если &— расстояние точки параболы от оси, Ч — расстояние от 
торизонтальной линии, проведенной через вершину, 
то 
62 — 2ру. 
Если хи у — соответствующие расстояния точки, которая на линии, 
ограничивающей пропорциональную фигуру, соответствует точке (5, у), 
тогда 


Я — п, 

х — _2Р1 Ру. 
г р г? ' 
—^бх 
Я — 2р ы 


Это уравнение прямой линии; следовательно, пропорциональная фигура 
есть равнобедренный треугольник с осн! ‚анием 27 и высотой Й. У равно- 
бедренного треугольника (ср. стр. 168) прямоугольник качания равен 


где Л — высота, с — основание треугольника. Следовательно, и у пара- 
болического коноида 


Теа 1 1 1 1 
ри 2 ру 9 
у 18 ^ +54 (27) в !?. 
Если параболический коноид подвешен в вершине, то 
п== й; 
1 1 
—_ [2 — 
и 186’ Щл. 1”. 
а, ав, 
3 
3 1 7 
4, 
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так как 

г —= 2рй, 
то также 


3 1 
[—= ЩИ Р: 


157 Соответственно параболическому коноиду Гюйгенс понимает под 
гиперболическим коноидом тело, получающееся путем вращения пря- 
мого гиперболического сегмента. 

158 Пусть точка на гиперболе отстоит от прямых 4) и АДР на ё& иу, 
а соответствующая точка на кривой АКВ на хи у, тогда уравнение 
типерболы будет 

(1— а)? _ 82 


—— = 1, 


а? 5 


где 2а и 26 — главная и побочная оси гиперболы. Положим основание 


ВВ —= 2, тогда 
у т; 
х_ 8 
г 2’ 
5 р 
гх = ЕР = —5 (1? + а") — 62 = (у + а)? — 6°; 


Следовательно, АКВ — парабола, вершина которой лежит на длину 


а выше прящой АР, т. е. на той же высоте, как и центр гиперболы, и 
ось которой параллельна прямой АВ и прямой ВВ. 
159 Сохраним обозначения предыдущего замечания, прибавив 
АР =1. 
Имеем 
Гу 
у} 


АР = Чо = 
ЧИ ие я 19° (ина) — 52 аля Ра 
— 15? пя (ина) — } И= 5 (и? + 2а1) 4; 
й 
пб? 5 , п ВБ 
У.—= р | (1?-н+2а1) 41 = 3—5 й2 (р + За); 
0 
ая [ (2+ 2ау4у = в (ЗА + 8а); 
рун. [ реарау = 2 Вол ва) 


АГ — пб? 13 (ЗА + 8а) За? _ ЗА -+ 8а . 
— 12а? (ф-+3За) Арн 12а“ 
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——ы—ы—ы—=——ы—=ыы——ы—"„— 


Поеледнее уравнение совпадает с пропорцией Гюйгенса, надо толъко 
заменить РА через 2а и АД через Й. 

160 Расчет утомителен, хотя и не затруднителен. Центр тяжести 
половины АДВК отстоит от АО на хо 


| хаЁ _ вэВ (20а? + 15а + 31?) 


РФ === 10а2% (За + #) 


Субцентрика у1 клина, построенного на ВКАКВ с использованием пря- 
мой АР, равна 


Ту?аг 6 (25+ 5а) 


71 — Е  5(34- 8а) л. 


Так как далее 


_ ЗА 8а 
90 — 4 (-+ За)’ 


то известен прямоугольник качания 


—= АРФ + уз (9: — уо). 


Если 
АР = АЕ, 
т. е 
р = 2а, 
то 
] 
2—2. 
Ь 87°; 
и 
9 =10”; 
27 
71 35 й; 
31 
> — — 
Р4 1007: 


Таким образом, в этом случае прямоугольник качания 


1 31 
90 (91 — 90) + ДР. РФ — 552+ уг. 
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161 Должна существовать пропорция 


Центр тяжести полукруга проще всего найти по правилу Гульдииа 
следующим образом. Пусть расстояние от центра тяжести до центра 
круга равно х. Имеем 


5 тт .‚ Эх —= 3 77°; 
4 
хх — За 


Следовательно, Ё действительно центр тяжести полуокружности. 

162 Доказательство то же, что и у треугольника. Мысленно разделим 
конус плоскостями, параллельными основанию, на ряд плоских слоев. 
Каждый раз соответственные слои будут изохронны (по теореме ХУЙ, 
а следовательно, и сами конусы изохронны. 

168 Период колебаний при размахе в 6° отиосится к периоду при 
„бесконечно малой“ амплитуде, как 1.0007 к 1. 

164 Отсюда длина секундного маятника определяется в 99.45 см, 
в то время как более точное значение для Парижа 99.39 см. 

165 Это прямо видно из формулы 


166 Лион, а не Лейден, как ошибочно пишет немецкий комментатор, 


167 Если диаметр шара составляет >^ длины нити, то расстояние от 


30 
точки подвеса до центра шара относится к расстоянию от точки подвеса 
до центра качания, как 9000 к 9001. 

168 Здесь Гюйгенс вводит единицу времеии: терция, шестидесятая 
часть секунды, 

169 Этот путь, проходимый в первую секунду, равен половине уско- 
рения. По Гюйгенсу, для д в сантиметрах получилось бы значение 
979.9, в то время как значение для Парижа равно 980.9. 

170 Сохранились вычисления Гюйгенса по вопросу о сопротивлении 
газов (и жидкостей) движению. 
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К мемуару „О движении тел под влиянием удара“ 


1 Исследование „О движении тел под влиянием удара“ (Пе то*а 
согрогит ех регси$$1опе) было опубликовано в посмертных трудах Хри- 
стиана Гюйгенса, изданных в Лейдене в 1703 г. под редакцией про- 
фессоров Бурхера де-Фолдера и Бернгарда Фуллениуса. * В этом изда- 
иии впервые даны доказательства всех теорем Гюйгенса, относящихся 
к соудареииям тела. В 1728 г. трактат был перепечатан в изданных под 
редакцией Гравезанда „Орега гейдиа“ (т. П, стр. 73—104). 

2 Гюйгенс пишет „согриз Чигит“ — твердое тело. Прилагательное 
„Чигит“, в отличие от „зоПЧит“, означает не только твердое, но и 
жесткое, так сказать, абсолютно твердое. В переводе мы ограничиваемся 
словом „твердое“. 

Удар твердых тел представляет большие трудности для рассмотре- 
ния. Гюйгенс разбирает в сущности удары абсолютно упругих тел. Это 
заметил еще Ньютон, ** в своих „Математических началах“. Ньютон пи- 
шет: „По теории Рена и Гюйгенса, тела ‘абсолютно твердые отскакивают 
одно от другого со скоростью, равной скорости встречи. Точнее это 
следовало бы сказать о телах вполне упругих“. 

3 В гипотезе П Гюйгенс имеет в виду величину скорости, не учи- 
тывая знака. Это замечание надо принимать в расчет при многих фор- 
мулировках Гюйгенса. 

$ Определение прямого удара должно быть дополнено требованием, 
чтобы общая касательная плоскость в точке касания была перпендику- 
лярна к указаиной прямой линии. Следует, впрочем, заметить, что Гюй- 
генс иногда заменяет слово „согриз“, (тело) словами „о]оБи$“ или 
„з1оБи1ч$“ (шар, шарик) и делает это в разных местах без всяких спе- 
циальных оговорок (напр. в части доказательства теоремы [Х). На 
всех рисунках трактата также изображены шары. 

5 Алгебраически гипотезу П] можно выразить таким образом. Если 
справедливо соотношение 


т191 + то = ту И: -н ть И, (1) 


“ СрязНап: Нивепи оризсша розфита, Еиасодип1 Вафауогитш, 1703, 
рр. 369—398. Точное заглавие дано на рисунке, изображающем титул 
книги (стр. 363). 

** Исаак Ньютон. Математические начала натуральной философии. 
Пер. акад. А.Н. Крылова. Собр. соч. акад. А. Н. Крылова, т. УП, Изд. 
АН СССР, 1936. Указанное утверждение находится на стр. 53. 
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т. е. закон сохранения количества движения, то справедливо и соот- 
ношение 


та (91 + 9) + то (0 - 9) = т: (И - о) + ть (У + о) (2) 


при любом значении т. И наоборот, если справедливо (2), то справедливо 
и (1). Здесь т\1, то — массы соударяющихся тел; т, %, И и И. — их 
скорость до и после удара; о — общая скорость обоих тел. 

Гипотезы играют роль аксиом в геометрических рассуждениях Гюй- 
генса. Но каждая из них устанавливает некоторые физические истины. 
В отношении к гипотезам Гюйгенс существенно отличается от Ньютона 
и не разделяет его скептицизма, Ньютон, наверное, употребил бы 
в этом случае слово „ахюота“ или „|ех“. Из трех первых гипотез, с ко- 
торых Гюйгенс начинает свой трактат, видно, что он рассматривает 
вполне упругий удар и исходит из закоиа инерции и из так называемого 
классического принципа относительности, обычно называемого „гали- 
леевым“, который голландцы склонны называть „гюйгенсовым“. 

Не касаясь вопроса о названии, не столь существенного, нельзя 
все же не признать, что Гюйгенс был первым ученым, успешно и разно- 
образно применившим классический принцип отиосительности как ору- 
дие исследования. 

Применение этого принципа мы находим не только во всех теоремах 
трактата о движеиии тел под влиянием удара, но также и в трактате о 
нентробежной силе. 

6 Для шаров никакого дополнения к гюйгенсовскому определению. 
прямого удара не требуется. 

7 Гюйгенс употребляет слово „ргоро$!1юо“ (предложение). В рас- 
суждениях Гюйгенса „предложения“ играют ту же роль, что и „теоремы“ 
в курсах геометрии. Словом „Ёеогета“ Гюйгенс пользуется лишь 
в одном месте „Маятниковых часов“, где перечислены „теоремы о центро- 
бежной силе“, и кроме того, в разных вариантах его рукописей. 

8 При равеистве масс шаров, соударяющихся с равиыми скоростями, 
уравнение (2) примеч. 2 принимает, согласно гипотезе П, вид тождества 


т т (— 9) = т(— и) + ти. (3) 
Прибавление общей скорости 9, равной 91, приводит к тождеству 
т (251) + т : СО= т : б-+т (2%). (4 


Этим доказывается первая теорема. 
93 Требуемый результат получается из уравнения (3) предыдущего 
примечания путем прибавления общей скорости 9 и введения обозначений 


о = И, и +5, — у. (5 
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10 Применяемый Гюйгенсом геометрический метод рассуждений 
заставляет его разбирать многие частные случаи и подчас делает его 
выводы очень громоздкими. Это, в частности, относится к выводу тео- 
ремы УШ. 

11 Третье предложение Гюйгенса опровергает четвертое правило 
Декарта для удара тел, согласно которому „при ударе тела В с какой 
угодно скоростью о хоть несколько большее тело С, последнее тело 
(т. е. С) остается в покое, а тело В отскакивает в обратную сторону“. 

12 Левой — ео стороны смотрящего на рисунок. 

13 Пусть массы тел т] и то, их скорости до удара 9] и 9, после 
удара И1 и У5. Требование сохранения скорости (по величине), оче- 
видно, означает 

У. = — и И. = — х.. 


Случай И =1ч1 и У›=чо исключается, так как тогда не было бы ни- 
какого удара. Тогда уравнение (1) примечания 5 напишется так: 


т] + то» == — т191 — то (6) 
или 
7. (Т) 
Фо т] 

Таким образом, выполнение условий гипотезы \ требует опреде- 
ленного соотношения масс и скоростей. Как Гюйгенс решает вопрос, 
не вводя явно понятия массы, видно из решения предложения УМШ. 

1+ Сущность рассуждения Гюйгенса, выраженная на языке алгебры, — 
следующая. Пусть скорости двух тел А и В относительно лодки до 
удара равны 0 и 95, после удара — И\1 и Г., пусть лодка имеет ско- 
рость — 5, тогда скорость тела А относительно берега будет 5 — 


до удара и —- 5: — после удара, т. е. скорость сохранила величину, но 


изменила знак. То же должно быть, согласно гипотезе У, и со ско- 


1 


ростью тела В относительно берега. До удара она была — = и, 


1 


следовательно, после удара она равна => У, —ч. Легко видеть, что 


относительная скорость тела В относительно тела А до.удара (скорость 
сближения) равна 95, а относительная скорость тела В относительно 
после удара (скорость удаления) равна %›. Таким образом, формули- 
ровка, учитывающая знак, должна была бы быть такой: относительная 
скорость сближения тела В с телом А равна относительной ско- 
рости удаления тела А от тела В. Формулировав предложение ГУ, 
Гюйгенс нашел первый общий закон упругого удара. 
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————_——— 


15 В предложении \У Гюйгенс формулирует принцип обратимости, 
отличающий упругий удар от неупругого. В алгебраической форме ход 
рассуждения Гюйгенса следующий. 

Пусть в лодке происходит соударение тел А и В. Их скорости относи- 
тельно лодки 91 и 92 — до удара, Ити И. — после удара. Пусть лодка 
имеет скорость 91 -+ И/1; заменим после удара И1 на — И1 и Из на — И5. 
Тогда скорость тела А относительно берега будет 91, а скорость тела 
В относительно берега — Уз +91 -н И], но по предложению 1\У И, — 
— Г. = — 91, следовательно, скорость тела В относительно берега 
есть 9›. Отсюда ясно, что скорости обоих тел относительно берега 
после нового соударения будут И1 и Ио. Скорости тех же тел относи- 
тельно лодки будут И — м — И =— м и Уи — И = (91 — %) — 
— 91 — -%. 

Таким образом, теорема верна для лодки, а следовательно, и везде. 

16 Формулировка предложения \У[ резко противоречит утверждению 
Декарта в параграфе 36 второй части его „Принципов философии“, где 
сказано: „Бог есть первая причина движения и количество движения 
вселенной всегда сохраняет свою ‚величину“. В статье в „]оцгпа| 4ез 
Зсауапз“ дана другая формулировка предложению \П*, а именно: „Ко- 
личество движения, которое имеют два тела, может увеличиваться или 
уменьшаться при столкновении; но его величина остается постоянной. 
в ту же сторону [в том же направлении|], если мы вычтем количество 
движения обратного направления“. 

Таким образом, Гюйгенс правильно формулирует закон сохранения 
количества движения в определенном направлении. Не яено, почему он 
в окончательной рукописи дает менее определенную формулировку. 

В статье в „|оигпа! 4ез Эсауап$“ есть и другое замечательное место: 
„Кроме того, я заметил удивительный закон природы [ипе |оу** а4пи- 
гаБ]е 4е а пафиге], который я могу доказать для сферических тел и ко- 
торый, повидимому, справедлив и для всех других тел, твердых [упру- 
гих| и мягких [неупругих| при прямом и при косом ударе: «общий 
центр тяжести двух или трех или скольких угодно тел продолжает дви- 
гаться равномерно в ту же сторону по прямой линии как до, так и 
после удара»“ 

И это замечательное открытие Гюйгенс не поместил в окончатель - 
ную рукопись. Его доказательство не сохранилось. Для нас, привыкших 
мыслить понятиями механики Ньютона, закон движения центра тяжести 
является прямым следствием закона сохранения количества движения, 


]очгпа|] 4ез Зсауапз от 18 марта 1669, стр. 19—24. Указанная 
формулировка составляет пятый пункт. 
“*“ Старинное правописание. 
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и кепонятно, для чего понадобилась Гюйгенсу сферическая форма тел. 
Правда, и Гюйгенс догадывается, что его закон, повидимому, справед- 
лив и вообще. 

17 Гаусдорф указывает на неудачность формулировки Гюйгенса 
в этом случае, так как разделение движения между двумя равными 
телами, причем одно движется со скоростью АС, а другое со скоростью 
АР, на самом деле не имеет места. Вся скорость ВА перейдет к телу АД, 
а тело В остановится. У самого Гюйгенса это понятие составляет пред- 
ложение |. Однако неудачная формулировка не меняет правильности 
вывода. 

13 В подлиннике стоит слово „тасптЦи4о“ (величина). Немецкий пе- 
реводчик (или редактор) переводит это слово словом „масса“. В ком- 
ментарии к следующей теореме он пишет: „Введение масс представляло 
главную трудность теории удара“. Любопытно посмотреть, как оба со- 
временника Гюйгенса преодолевают эту трудность. Уоллис непосред- 
ственно исходит из количества движения. Оно есть то, что при ударе 
переходит от тела к телу и в целом сохраняется. Рен заявляет, что 
скорости, обратно пропорциональные массам, суть настоящие и наиболее 
естественные скорости тел (уе]ос{Ца&ез ргоршае е тахипе паага]ез) и 
потому сохраняются при ударе. Другие, отступающие от этого требова- 
ния отношения скоростей суть „неподобающие“ и переходят в отноше- 
ния, отступающие в другую сторону наподобие качаний весов в ту и 
другую сторону. Само собой понятно, что такое вуалирование трудностей 
не могло удовлетворить такого мыслителя, как Гюйгенс. 

Все-таки перевод слова „тасп\йиЧо“ словом „масса“ вряд ли пра- 
вилен. Для нас термин „масса“ имеет совершенно определенное значе- 
ние и связан с законом Ньютона. Употребление этого термина вне 
этой связи не допустимо. Наконец, и у Гюйгенса слово „масса“ не встре- 
чается ни в одном из трех мемуаров, составляющих содержание данной 
книги. В письме Гюйгенсав ‚, |оцгпа| 4ез Эсауапз“ имеется следующее любо- 
пытное место, заключающее его правила (ввиду его важности, цитирую 
это место в подлиннике и с соблюдением старой орфографии: „]е соп$:-- 
Чеге еп 40+ сесу Ч4ез согрз 4’ипе тезте тафлеге, оп Шел 164епа$ даче 
1еиг огап4ецке 50 езНтеё раг |е ро!45“. В переводе на русский язык 
это означает: „[Фри всем этом (т.е. при всех этих правилах) я рас- 
сматриваю тела из одного и того же вещества, или же принимаю, что 
величина тел определяется их весом“. . 

Итак, мерой величины тела для Гюйгенса является вес. Мы знаем, 
конечно, из механики Ньютона, что вес пропорционален массе. Следо- 
вательно, гюйгенсова „величина“ тела пропорциональна Также массе. 
Все выводы Гюйгенса правильны, но все-таки это не дает нам права 
заменять слово „величина“ словом „масса“. Такая замена была бы 
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неоправданным необходимостью изменением текста классика. Вероятно, 
такими же причинами руководились и голландские издатели „Оецуге$ 
сошр!@{ез 4е СЬу1$Наап Нчусеп$“, правильно переводя слово „таст- 
Фо4о“ (величина) на французский язык словом „отгап4еиг“. 

19 Величина тела, по Гюйгенсу, определяется его весом, а следо- 
вательно, гропорциональна массе (см. примеч. 18). 

20 Этот закон, установленный Галилеем, нужен Гюйгенсу в такой 
форме: „Квадрат конечной скорости падающих тел пропорционален вы- 
соте падения и всегла одинаков независимо от того, падает ли тело 
свободно или вдоль какой-либо плоской или кривой поверхности, т. е. 
независимо от того, будет ли конечная скорость вертикальна, наклонна 
или горизонтальна“. 

21 Из рукописей Гюйгенса видно, что механизмы превращения вер- 
тикальной скорости в горизонтальную, или обратно, он мыслил себе 
как удар о наклонную под углом 45° абсолютно упругую плоскость. 

22 Принцип, что никакое движение системы весомых тел, происхо- 
дящее под влиянием сил тяготения, не может поднять центр тяжести 
этой системы выше первоначального положения, является одной из 
самых замечательных и плодотворных идей Гюйгенса. С помощью ее 
он решил ряд разнообразных проблем механики. В области динамики 
Гюйгенс применяет этот принцип в вышеприведенной форме. Самым за- 
мечательным случаем применения этого принципа было решение задачи 
о физическом маятнике. Для задач статики Гюйгенс дает своему прин- 
ципу форму: при равновесии тела или системы тел, находящихся под 
действием сил тяготения, центр тяжести занимает самое низкое из всех 
‘возможных положений. Так были Гюйгенсом решены вопросы о цепной 
линии и о равновесии плавающих тел. 

Гюйгенс вполне сознавал общее значение своего принципа. В по- 
лемике” с современниками он, защищая этот принцип, указывал, что 
нарушение его привело бы к возможности построения вечного двигателя. 
И действительно, его принцин эквивалентен закону сохранения энергии 
в механической консервативной системе для частного ‘случая равномер- 
ного гравитационного поля. 

23 Гаусдорф дает следующую очень наглядную модернизированную 
форму вывода Гюйгенса. Начальные скорости 91 и 93 массе т] и то 


приобретены путем падения с высот Й] и Й-; тогда = 29, о —= 294.. 


Общий центр тяжести первоначально находился на высоте А. Мы имеем 


р 2 
р — т1А1 —- тойо — ту - та 
т —- то 25 (т -: то) у 


* См. статью: „Работы Гюйгенса по механике“ в настоящем изданни. 


К мемуару „О движении тел под влиянием удара“ 369 


Скорости после удара У} и И. используются в обратном смысле для 
поднятия масс на высоты Ё1 и Ко; при этом И = 251 и Го =24.. 
Центр тяжести системы достигает высоты 
| 2 2 
— т1А1 - тэЁо __ т] У = то Г. 


| — _—_, 
т] + то 28 (т1 + то) 


Согласно аксиоме о центре тяжести, должно быть 


АЕ. 


Еслн на момент отвлечься от рассуждения Гюйгенса, то можно было 
бы „повернуть“ удар (по предложению \); тогда по той же причине 


ВЕ. 
Следовательно, остается | =, т. е. 


2 
т191 тои —=т] ит -н то И.. (8) 


Это не что иное, как содержание предложения Х] (см. далее), т. е. 
сохранение „живой силы“ или кинетической энергии. Упругий удар есть 
консервативный процесс, в отличие от неупругого, связанного с поте- 
рей кинетической энергии с компенсацией тепловой энергией. 


Гюйгенс еще не использует уравнения (8), но ограничивается вы- 
ражением 


т —н то > т1 у: + то И.. (9) 


Рассматривается случай т191 + точь —=0 и утверждается, что 


"У, =—ч, Г. = -—ч5. Доказательство Гюйгенса может быть сведено 
к следующему. 


Предположим, что ИУ] не равно (—9ч1); в этом случае положим 
У! =—91-нх. Тогда, согласно предложению ПУ, 


у. — — Фо хх. 
2 о 
Подставляем эти значения И; и Г. в выражение т И; + т5Г.. Это 
дает | 

2 ь 2 2 о 

т: И + ть И == 191 -Н тьоь — 2х (тлу1 + туз) (т; + тэ) х? = 
р) 
= т] — тот (ту + тэ)х? 2 тит тот. 


Это противоречит (9), остается принять х = 0. 


24 В алгебраической форме общее правило, вытекающее из построе- 
ния Гюйгенса, представляется в следующем виде. 


24 Х Гюйгенс 
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Обозначим массы („величины“) тел Ди В через т} и то; их еко- 
рости до удара чи 5, скорости после удара И и И; обозначим 
через М сумму (т! + то). 

Скорости считаются положительными, когда они направлены слева 
направо. Имеем по фиг. 15: 


МУ, =М : ЕА=М- СА-- М - ЕС —-—М. АС-- М . СБ = 
—= — М. АС-+ М(АБВ-— АС) =М . АР—2МАС = 
— — Ма, — 2т. АВ = Мет — 2ть (51 — о), 


отсюда 
2 
И =: — к (1—5). (10) 
Аналогично: 
МУ. =М : ЕВ= М: СВ-- М - ЕС=М - СВ + М-СР = 
—=М - СВ -- М (СВ -н ВО) =М - ВО -+ 2М-СВ = 
—= Мо + 2т. АВ == Миь + 2т\ (®1 — ч5), 
ОТкуда 
2 
Г> = оз + жи: 1 —*). (11) 


Это обычные современные формулы для прямого упругого удара шаров 
(без учета возникающих при ударе колебаний). 

25 Из формулы (10) примеч. 24 видно, что правильнее было бы ска- 
зать: „Разность между скоростью Д до удара и скоростью С“ дает 
скорость А после удара. 

26 Это соотношение легко проверяется по формулам (10) и (11) 
примеч. 24. 

27 Согласно геометрическому характеру своего рассуждения, Гюй- 
генс называет каждую из величин (СВ. АР?) (СА. ВО?), (СВ. Е/?) и 
(СА.ЕВ?) „зоЙЧ4ит“, т. е. объемом геометрического тела. .Мы не перез 
дали этого оттенка в своем переводе. 

28 Обозначим СР через а, АС через а—е, ОВ через а-н/, где 
а, е, } положительны, а > е. 

Необходимо доказать неравенство 


(2а —е) (2а + }) < 2[а (а — е) на(а-+ /)]. 


Справедливость неравенства легко проверяется (оно приводится 
к —е/<0.. 

Легко показать, что неравенство остается справедливым и в случае 
АС >> СО >> ОВ. Гюйгенс этим пользуется в предложении ХУ, не при: 
водя доказательства. 
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29 Т.е. АС есть средняя пропорциональная между АВ и АО. 

3% Приводим примечание Гаусдорфа к этому пункту. Если тело ту, 
со скоростью %1, ударяет о покоящееся тело тз, то последнее приобре- 
тает скорость 

2т1 


У —= 
3 т1 - тз 1 


Если т1 ударяет раньше в покоящееся тело тои затем это тело со 


2т 
скоростью И = ини 91 приводит в движение покоящееся тело тз, 
т1 то 


то последнее приобретает скорость 
2 4т-лт 
2 т, 
тэ + тз (ту = то) (то + тз) 
Отсюда следует 
тл (т1 — то) (ть — т 
И. — И = 2 1 ( 1 5) ( 2 3) , 
(ту ть) (ть тз) (т + тз) 


Если т, > то > тз или т < т.« т, то И. > Гз. Далее имеем 


2 
я __ (ту = тэ) (то = тз) __ 2 + т1тз 


4т 
1 И: Тьо то 


Первый член положителен и имеет наименьшее значение, равное нулю 


— © 
при то = Ут] таз, тогда 4т1 имеет наименьшее, а следовательно, 
3 


3 — наибольшее значение. 


31 В тексте теоремы и в доказательстве мы употребляем термин 
„геометрическая прогрессия“, котброго у Гюйгенса нет. Гюйгенс говорит 
о непрерывиом ряде пропорциональных величин („сопНптиа ргоро’Чо- 
паПит 5е7е$“), что соответствует геометрической прогрессии. 

3? Смысл предложения ХШ ясен. Чем больше промежуточных тел 
будет помещено между крайними телами, тем ближе два соседних тела 
будут к равенству масс, и, следовательно, ударяющее тело будет почти 
останавливаться и передаст значительную часть своего количества дви- 
жения покоящемуся. В пределе, при бесконечном числе промежуточных 
тел, можно полагать, что все количество движения передается на послед- 
нее тело. Расчеты подтверждают это рассуждение. При прямом ударе 
крайних тел на покоящееся тело передается только часть движения и 
при большом различии Масс — только незначительная часть 

Приводим расчет Гаусдорфа. 

24* 
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и —_ — 
—— 


Пусть пу = тд и т, = М — оба крайних тела, т1, ть..., тТи—1-—— вклю- 
ченные массы. Движение передается по порядку от тела то на тело ту, 
от тела т| на тело то, и т. д. Каждая масса т; находится первона- 
чально в покое и получает от массы ту—1 скорость 9: и приобретает 
после удара со следующей массой ту:-1 скорость У;. Для масс пеи 
т:+1 мы по формулам упругого удара получаем 


По этим рекуррентным формулам надо вычислить ряд скоростей ч;. Для 
того, чтобы скорость последнего тела % =» при заданном для первого 


тела. © == ®\ имела максимальное значение, все т;— ут;—1 тут, т.е. мас- 


сы должны представлять геометрическую прогрессию со знаменате- 
лем 9 


Те — Тл 9", 


у 1—9 2 


Те И Яд’ 


Скорости ® составляют геометрическую прогрессию со знаменателем 


_—_—_—_—_—_—_ 


2 
9 


= 


2 уг: 
с — ЗА (7) . 


Количество движения последнего тела 


29 2 
те 9 — ТА ОА (=) . 


В примере Гюйгенса — 100 масс в отношении 1:2 (п =99); для случая 


1 
перехода движения от большего тела к меньшему = о ‚И мы имеем: 
4 | 
ВИ (5; — 2.3385 . 10120. 


Гюйгенс ошибся в вычислении и дает неправильную величину 


1.476 - 100%, . 


Обратно, для случая перехода движения от меньшего тела к боль- 
шему, мы имеем 9 ==2 и количество движения последнего тела 


4 \99 
Теде —- тд о (3) 
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Для количества движения всех остальных масс мы должны получить 
т | 9/ — Теме, Так как общее количество движения должно сохранить 


свое значение т)о) (при этом скорости должны быть взяты с надле- 
жащим знаком. 

Если образовать картезиаиское количество движения (все скорости 
считаются положительными), то надо (так как все х; отрицательные) 
изменить знак у общего количества движения. Это дает те — тл®д 
и общее количество движения 2те 9. — тдод или в примере Гюйгенса 


99 
ТА ЗА [2 (3) —1 | = 4.67.10) ЗА, 


как указывает Гюйгенс. 
Наибольшее значение скорости тс получается при передаче всей 
кинетической энергии первого тела на последнее тело, т. е. при чес = 
ТА 
= —. Это значение можно получить, как предельное значение, 
те 
при увеличении числа промежуточных тел до бесконечности (п> о). 
Последняя фраза представляет опять выпад против Декарта, согласно 
которому абсолютное количество движения во вселенной не может расти. 


К мемуару „О центробежной силе“ 


Т.Трактат о центробежной силе опубликован только после смерти 
Гюйгенса в „Сру1$ап! Нисепи оризси!а роз{ита“. 1703. 

2 Гюйгенс и в этом мемуаре руководится принципом относительного 
движения и рассматривает движение отлетающего по касательной тела 
относительно наблюдателя, движущегося по окружности с той же ско- 
ростью: это кажущееся движение, которое, например, имел бы относи- 
тельно поверхности земли предмет, внезапно потерявший вес. Путь 
частицы, как показаио в статье, есть кривая, возникающая при сметы- 
вании нити с окружности, т. е одна ветвь эвольвенты круга. В самом 
начале движения все обстоит так, как если бы тело тянули вверх силой, 
сообщающей ему центробежное ускорение. 

3 Назовем центробежные ускорения 11 и 11. [ Предложение и послс- 
дующие П, Ш и ПУ доказывают для случая равных масс ] и2 следующие 


пропорции: 
Г. Если Г; = То, то 1:15 ЕЕК: Го. 
—_ д —__ (Шо 2 
По пы, [1:12 =] 19 ==®1:%.. 
ПП. „ ч=ю, „ М: = 72:71. _ 
[\. ” Ут — 12, в Г. : Т5 =—= У», : Уго. 


Из любых двух из этих теорем можно вывести об’ций случай. Т. е. 
прямую пропорциональность центробежного ускорения квадрату скорости 
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и обратную пропорциональность радчусу. Удобнее всего из предложе- 
ний Пи []. 

То, что Гюйгенс первоначально находит только пропорциональность, 
но не равенство этих величин, вызвано тем обстоятельством, что в предло- 
жении [| определены не малые высоты падения ЁС и ЕО, а только их 
отношение. 


+ Здесь рассмотрение отношений заменено определением абсолют- 

ного значения, правда обходным путем. По законам Галилея о = У2ай. 
‚ — 92 

Следовательно, при падении с высоты -— скорость 9 —= Уяг и — = ©, 

у 


2 


так как в этом случае центробежное ускорение 1==0, то и вообще 1 
о 


ре 


. Следовательно, можно ска- 
г 


не только пропорциональна, но равна 


зать, что основная формула центробежной силы содержится во |, Ши 
\У предложениях Гюйгенса. 


5 Если =, то из основной формулы центробежной силы следует 


Г2 
дне если Н--высота, с которой совершается падение; 


1 


Н=э $Т.. Т вместе с тем время оборота. 


1 рейнский фут-=12 дюймам или унциям == 144 линиям = 31.38 см. 
Для Т=1| сек. Гюйгенс берет Н=15 фут. 71/. дюрм. -- 490.4 сем, 
соответственно ускорению 980.8 см/сек?. 


Диаметр круга равен 5—5 = 19.00 дюйм. = 49.7 см. 


2п2 

6 Для равновесия необходимо, чтобы равнодействующая веса и 
центробежной силы была бы направлена по нормали ЁН к образующей 
параболе. Так как КЁ, = р = полупараметру образующей параболы, то 


д: = КНЁ=р:ь, 


= -® р== 76; © — у =_, м 
9 р 8 


Следовательно, время обращения — одно и то же для всех точек пара- 
болоида и равно искомому периоду колебания маятника длины р. Из 
постоянства 6 немедленно следует, что поверхность тяжелой жидкости, 
вращающейся с угловой схоростью ®, будет параболоидом. 


21 


7 Падение с высоты / совершается во время =; если это время 


должно совпадать с периодом обращения конического Маятиика, то 


2т и; = 121 .: ЖжУГ= УГ 
Г 8 


Е: 1== чт ф = === 0.05066; х= 25°54'14", 
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8 Обоснование этой и следующей теорем не вполне соответствует 
остальным доказательствам, так как Гюйгенс вводит новый элемент — 
соприкасающуюся с кругом параболу. Легко видеть, что для угла 60° 
[ 22 

у = == 


[= о} 7 =. Общее натяжение 25. 


? Можно несколько уточнить рассуждение Гюйгенса (по Гаусдорфу) 
к предложению ХУП. 


Если 90 — скорость маятника в наивыс пей точке, о— в наинизшей, 
то по законам падения тел 


о? — 9 —= 451 
или 


2—5 + 491. 


42 


Если 1) = ти = — соответственные Центробежные силы, то 


У == о -+ 45. 


Но То в наивысшей точке должно быть по крайней мере равно ускоре- 
нию ©, так как иначе нить не будет натянута и маятник не опишет 
полного круга, но упадет по параболе внутри круга. Имеем 


То 22, 
следовательно, натяжение в наинизшей точке равно 
у 2 52. 


Натяжение нити в низшей точке } 
=> 68. 


Гюйгенс рассматривает только знак равенства, т. е. предельный случай 
0 =; 1=59. Но ясно, что любое увеличение скорости и соответ- 
ственно Центробежной силы выше низшего предела допустимо. 
Так же точно можно на рис. 24 гвоздь забить в любую точку ниже 0. 
Следует обратить внимание на то, что здесь идет речь о маятнике 
на нити, а не на стержне. Для стержневого маятника нет нижнего пре- 
дела для 90 и 10; 90 должно быть только вещественно 


90 > 0. 
Имеем 
9? >41; 1249; Т+8Р 58. 
Жесткий стержень должен быть в состоянии выдержать по крайней мере 


пятерной вес, а нить — шестерной вес тела, совершающего полные 
обороты в вертикальной плоскости, 


ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Архимед 124, 264, 284, 290, 313 


Байе 292 
Бельфор 29 
Бернулли Д. 295 
`Бернулли И. 318 
Бернулли Я. 312, 313, 318 
Болл 300 

Бонво 299 
Борелли 296 
Бронкер 299 
Бруна 318 

Брюс А. 319 
Буйо 317 


Вавилов С. И. 290, 293, 306 
Валлис, ем. Уоллис 
Вивиани 317 

Вомель 318 


Галилей 10, 11, 43, 46, 48, 69, 80, 
249, 250, 289, 290, 294, 296, 297, 
304, З11, 319, 320, 368 

Гаусдорф 300, 305, 367, 358, З71, 
375 

Гевелиус 310 

Гекшер и Эттинген 317, 320, 335 

Годдард 299, 300 

Гравезанд 282, 287, 288, 290, З11, 
314, 346, 363 

Грегори 284 


Гук Р. 287 

Гульдин 341, 362 

Гутсговен 297 

Гюйгенс Константин, отец Хри- 
стиана Гюйгенса 281, 313 

Гюйгенс Константин, брат Хри- 
стиана Гюйгенса 282, 286 

Гюльден, см. Гульдин 


Даламбер 305, 313 

Декарт Р. 119, 287, 291, 292, 295, 
296, 298, 304, 308, 319, 322, 330, 
365, 366 

Делавуа 319 

Дюгамель 302 


Зоммельфельд А, 296 


Каитемир А. 287 
Кантор 321, 322 
Кардан 319 

Кателан 311—313, 335 
Кепплер И. 304 
Киннер 298 

Кольбер 283 
Коперник 305 

Крафт 318 

Крылов А. Н. 303, 363 


Лагранж 295 
Лалубер 93 


Именной указатель 377 


Лейбниц 284, 295, 305 
Ломоносов М. В. 295 
Людовик ХУ 283 


Мальвазия 317 
Мариотт 305 
Мерсени 93, 
317, 319 
Милон 298 
Морей 299, 301, 302 
Мунье 344 
Мутон Г. 199, 317 


119, 1:0, 307, 308, 


Ниль (Нейль) 97, 299, 300, 322 

Ньютон Исаак 283, 285, 290, 291, 
293, 296, 297, 303, 305, 309, 363, 
364, 367 


Ольденбург 299, 301, 302 


Папалекси Н. Д. 307 
Папен 283, 306 
Паскаль Бл. 93, 98, 321 
Поггендорф 319 


Ремер О. 283 

Рен Христофор 55, 92, 93, 299— 
302, 319, 363, 367 

Риччиоли 249 

Роберваль 93, 298, 308—310 


Рудио 284 
Рук 299 


Слюз 98, 298 
Спиноза 299 
Стампиус 281 
Схоутен 97, 281, 292, 293, 298, 319 


Уоллис Дж. 55, 97, 98, 299—302, 
319, 367 


Фабри О. 119, 296, 344 

Фермат 97, 322 

Б. де Фольдер 287, 299, 314, 363 
Фуллениус Б. 281, 299, 314, 363 


Хеурат 96, 971, 322 
Хилл 300 


Цвергер В. 334 
Чирнгаузен 318 


Эвклид 52, 148, 154, 159, 161, 221, 
236 

Эйлер Л. 295, 317, 318 

Эйтсговен 292 

Элликот 319 

Эльвиус 317 

Эигельс Ф. 289, 292 


Эттинген, см. Гекшер и Эттинген. 
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Христиан Гюйгенс (1629—1695). 


АПЕПЕССЕСТГАГУ 


13 


ИВТ 


Рисунок и автограф Х. Гюйгенса (первый вариант маятниковых часов). 


СНКВТ5ТТА М1 


НУСВМаЯ 


2УШСНЕМИ, СОМ$Т. Е 


НОВОГОС1УМ 
ОЗСПИТАТОЕКУМ 


ЗТУЕ 
РЕ МОТУ РЕМРУГОКУМ 


АО НОКОГОСТА АРТАТО 
РЕМОМ$ТКАТТОМЕ$ 
СЕОМЕТКЕС ЛХ. 


РАЕТЕТЕГ5, 


Ара Г. Мисоет, Верх & ИЕ АгсМерИсор! Турортарьит, 
у Сирагг , а4 шбрпе ый Керут. 


МОСЬХХ!111. 
СУМ ТЕА!И!ЁГЕС1О КЕС!5. 


Титульный лист первого издания мемуара „Маятниковые часы“. 


СНЕ15ТАМ1 НОСЕМИ 


Раетй, аш озоете!, Торатейя 


ОРОЗСОГА 


РОЗТО МА, 


ЭОЛЕ СОМТ1МЕМТ 


Р!ОРТЕ!СА М. 


СоммекНТАКВ!О$ 


Е УТТК1$ Е1СОВАМОГ5. 
Р;]еганопет 
РЕ СОВОМА & РАКНЕГИ$. 
РЕ МОТУ. 
ТВАстАТОМ ре У СЕМТВТЕОСА. 
Де ирнопет 


АОТОМАТТ РГАМ ЕТАВИ. 


| гобриМт ОКЕЙ 
Ара СОВМЕГТОМ ВООТЕЗТЕХМ, 179}. _ 


Титульный лист посмертных сочинений Х. Гюйгенса. 


